


1 Introduction

L'analyse des couplages 
uide-structure prenant place durant l'impact hydrodynamique font

l'objet d'une attention particuli�ere depuis une dizaine d'ann�ees. Les raisons sont multiples. La

fatigue subie par les navires conventionnels dans des �etats de mer diÆciles a conduit �a des catas-

trophes pour l'environnement. Ailleurs sur les sites d'exploitation p�etroli�ere de la Mer du Nord

notamment, il a �et�e constat�e des e�ets d'impact hydrodynamique tout �a fait dimensionnants pour

les FPSO. En�n et surtout les navires rapides subissent des e�orts hydrodynamiques locaux et

globaux qu'il convient de bien cerner.

Les mod�eles susceptibles d'apporter une r�eponse ne sont pas l�egion. Diverses approches sont

possibles et di��erent souvent par les ressources informatiques qu'elles n�ecessitent. Le mod�ele de

Wagner (1932) est sans conteste le mod�ele le plus simple. Il permet d'obtenir des r�esultats objectifs

au stade de pr�e-design. A�n d'examiner ses performances, on s'int�eresse ici au mod�ele de Wagner

lin�earis�e coupl�e �a un mod�ele de coque �elastique. Deux formes plutôt acad�emiques sont retenues: le

di�edre et le cône.

Des mod�eles hydro-�elastiques "�a la Wagner" ont d�ej�a fait l'objet d'applications mais unique-

ment pour des con�gurations bidimensionnelles. Dans la th�ese de Kv�alsvold (1995), l'objectif �etait

d'�etudier les e�ets de l'impact sur les liaisons entre les deux coques d'un catamaran. Korobkin et

Khabakhpasheva (1999) l'ont �egalement mis en �uvre pour l'�etude des plaques �elastiques de grand

alongement, mod�elisant ainsi des structures de type a�eroport 
ottant.

Ces d�emarches permettent de mener tr�es loin les d�eveloppements analytiques. On mâ�trise

donc assez bien les diÆcult�es num�eriques qui se pr�esentent. Dans un premier temps on d�ecrit

le probl�eme aux limites hydrodynamique, que l'on couple ensuite �a l'�equation de l'�elasticit�e. Les

r�esultats obtenus permettent de mieux cerner le domaine d'application de telles approches. Des

comparaisons avec des donn�ees exp�erimentales de pression montrent que le mod�ele de Wagner

fournit des r�esultats tout �a fait satisfaisants. Notamment on peut mettre en �evidence l'e�et de

l'�elasticit�e sur la variation temporelle de la distribution de pression.

2 Con�guration physique

Sous les hypoth�eses de Wagner lin�earis�e, on d�e�nit un domaine de calcul plan sur lequel on pose

le probl�eme aux limites comme illustr�e sur la �gure suivante. Par projection sur ce plan horizontal,

on divise le domaine de calcul en deux parties, la surface libre FS(t) et la surface mouill�ee D(t).

Le contour commun de ces surfaces d�epend du temps t; elles sont s�epar�ees par la ligne de contact

�(t).
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La lin�earisation des surfaces suppose que l'angle mort entre le corps et la surface libre est petit.

Pour autant, l'angle ne peut être inf�erieur �a � = 4o. En de�c�a de cet angle, se produisent des e�ets de

ventilation et de coussin d'air pouvant conduire notamment �a une forte inhomog�en�eit�e du 
uide. Les

�equations sont formul�ees dans le cadre de la th�eorie potentielle. Le 
uide est donc incompressible

et l'�ecoulement est irrotationnel. Les e�ets de tension de surface libre et de gravit�e sont n�eglig�es.

On consid�ere un cône ou un di�edre �elastique en chute libre d'une hauteur hc sur une surface

libre plane selon le sch�ema ci-dessous

ch
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surface libre au repos
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Le corps est encastr�e �a son sommet ainsi que sur sa fronti�ere ext�erieur. Pour le di�edre, cela signi�e

que, du point de vue comportement �elastique, les deux côt�es sont compl�etement d�ecorr�el�es. Pour

le cône, seuls les modes axisym�etriques de d�eformations sont calcul�es.

A partir du choix des conditions aux limites on peut calculer les modes de d�eformations du

corps dans le cadre de la th�eorie d'�elasticit�e lin�eaire. D'autres mod�eles sont envisageables. Kv�alsvold

(1995) a utilis�e le mod�ele de Timoshenko. Ce mod�ele couple deux �equations pour la d�eformation

et l'angle de rotation. La mise en �uvre devient plus compliqu�ee sans que les r�esultats soient

signi�cativement di��erents.

3 Probl�eme structurel �elastique

Les d�eformations du corps sont calcul�ees �a partir d'une d�ecomposition modale du type

w(r;t) =

1X
n

An(t)wn(r): (1)

Les coeÆcients An(t) sont les inconnues du probl�eme. On cherche �a formuler le syst�eme diff�eren-

tiel qui rend compte de leur variation dans le temps. Du fait de la lin�earisation, les fonctions de

forme wn(r) ne sont pas celles de la g�eom�etrie exacte, mais celles d'une coque plane. Ces fonctions

sont compl�etement d�etermin�ees grâce aux conditions aux limites appliqu�ees sur les fronti�eres du

corps, �a savoir au sommet et sur la fronti�ere ext�erieure. On associe �a chaque fonction wn(r) une

p�eriode propre Tn et un nombre d'onde kn. La premi�ere p�eriode T1 est la plus grande et elle doit

être compar�ee �a la dur�ee de p�en�etration du corps dans le liquide. Cela permet de justi�er cette

d�ecomposition sur les modes secs. Dans la plupart des cas ces quantit�es sont du même ordre de

grandeur. Faltinsen (2000) a identi��e deux phases distinctes: une phase dite "d'inertie structurelle"

suivie d'une phase de vibration libre. Ici, pour la taille des coques �etudi�ees et pour la dur�ee de

simulation correspondante, il n'est pas possible d'atteindre la deuxi�eme phase. En e�et la s�eparation

de l'�ecoulement sur la fronti�ere ext�erieure n'est pas mod�elis�ee. N�eanmoins �a partir du syst�eme

di��erentiel et sous certaines hypoth�eses simpli�catrices, il est possible d'estimer les fr�equences

propres du syst�eme m�ecanique au moment pr�ecis o�u doit commencer la phase de vibration libre.



Le mod�ele de comportement �elastique des coques est le plus simple. L'�equation aux d�eriv�ees

partielles se formule pour w(r;t) comme

D��w + �dH( �w � _V ) = p(r;t); D =
EH3

12(1 � �2)
; (2)

o�u �d est la masse volumique du mat�eriau et H est l'�epaisseur. On fait l'hypoth�ese suppl�ementaire

selon laquelle le centre de gravit�e du corps �elastique n'est pas a�ect�e par ses d�eformations; par

cons�equent l'acc�el�eration _V ne d�epend que du temps. Au second membre �gure la pression hydro-

dynamique. La constante D contient les informations sur la raideur du mat�eriau notamment E et �

sont le module d'Young et le coeÆcient de Poisson respectivement (� = 0 pour le di�edre). Les fonc-

tions de forme wn(r) s'expriment comme des combinaisons lin�eaires des fonctions trigonom�etriques

(cos ; sin ; cosh ; sinh) pour le di�edre et des fonctions de Bessel d'ordre z�ero (J0;I0;Y0;K0) pour le

cône. Ces fonctions de forme constituent une famille compl�ete orthogonale munie d'un produit

scalaire adapt�e. On note < wn;wm > le produit scalaire de deux fonctions wn et wm. Il v�eri�e

< wn;wm >= UmÆmn o�u Æmn est le symbole de Kronecker.

Toute la diÆcult�e du probl�eme r�esulte de la projection de p(r;t) sur la base de fonctions

wn(r). Pour les formes �etudi�ees ici, les calculs sont compl�etement analytiques. Curieusement ces

d�eveloppements sont plus lourds pour le di�edre que pour le cône. Les seuls probl�emes num�eriques se

r�eduisent �a l'analyse de convergence de s�eries. Certaines int�egrales, admettant pourtant des expres-

sions sous forme de s�eries, sont calcul�ees num�eriquement pour �eviter des diÆcult�es de convergence.

4 Probl�eme aux limites hydrodynamique

Le probl�eme aux limites est formul�e dans le cadre de la th�eorie potentielle. Dans un premier

temps on choisit de repr�esenter la solution �a l'aide du potentiel de d�eplacement �, c'est l'int�egrale en

temps du potentiel des vitesses. Du fait de cette int�egration en temps, on manipule une variable plus

r�eguli�ere (que le potentiel des vitesses) non seulement en temps mais aussi en espace notamment

aux abords de la ligne de contact r = a(t). On peut e�ectivement noter que dans le mod�ele de

Wagner, le temps et l'espace jouent �a peu pr�es le même rôle puisque l'on cherche �a d�eterminer une

ligne de contact en expansion uniforme.

Le potentiel des d�eplacements v�eri�e dans le demi plan inf�erieur z < 0, les �equations suivantes8>><
>>:

�� = 0 z < 0,

� = 0 pour r > a(t) et z = 0,

�;z = �h(t) + f(r) + w(r;t) pour r < a(t) et z = 0,

�! 0 (r2 + z2)!1,

(3)

o�u a(t) d�esigne la correction mouill�ee, c'est �a dire le rayon du cercle qui d�etermine l'intersection de

la surface mouill�ee et de la surface libre. C'est une inconnue du probl�eme.

Les m�ethodes de calcul de � pour le cône et le di�edre sont clairement di��erentes. Pour le di�edre,

on applique la technique expos�ee dans Scolan et al. (1999). Pour le cône, du fait de l'axisym�etrie

de la g�eom�etrie et des variables, on formule le probl�eme aux limites pour la transform�ee de Hankel

du potentiel (voir Korobkin et Scolan, 2002).

La lin�earit�e de la condition de Neumann sur la surface mouill�ee permet de d�ecomposer la

solution en plusieurs contributions. Celle qui r�esulte de �h(t) + f(r) est facilement calculable car

elle correspond au cas rigide. L'autre contribution vient de w(r;t) et se d�ecompose sur la base

modale. On peut donc identi�er des composantes modales du potentiel; on les d�esigne par �m.

Il convient de noter que ces composantes modales sont identiques pour le potentiel des vitesses

et le potentiel des d�eplacements. En fait d�esormais il vaut mieux �eviter d'utiliser le potentiel des

d�eplacements car le calcul de la pression n�ecessiterait une double di��erentiation en temps de ce



potentiel. On donne donc directement l'expression du potentiel des vitesses pour chaque corps sous

la forme

'(r;t) = '0(r;t) +

1X
n

_An(t)�m(r;a) avec; '0(r;t) =

8>><
>>:
�V (t)

p
a2 � r2 di�edre,

�
2V (t)

�

p
a2 � r2 cône,

(4)

o�u _An(t) d�esigne la d�eriv�ee de An(t) par rapport au temps t. Pour le cône on obtient

�m(r;a) =
2r

�

Z
a=r

1

�d�
p
�2 � 1

Z 1

0

xwm(rx�)dxp
1� x2

: (5)

Pour le di�edre l'expresion fait intervenir une int�egrale par valeur principale

�m(r;a) = �
Z

a

r

1

�

dx
p
a2 � x2

PV

Z
a

�a

wm(�)
p
a2 � �2

� � x
d�: (6)

A ce stade la correction mouill�ee est encore une inconnue du probl�eme. Sa d�etermination r�esulte

de la condition dite de Wagner qui stipule que le d�eplacement (vertical) du 
uide en r = a(t) doit

être �ni. Cela se traduit par les conditions suivantes

1X
m=1

Am(t)

8>><
>>:

Z
�=2

0

wm(a sin �)d�Z
�=2

0

sin �wm(a sin �)d�

=

8<
:

�h(t)

2
� a tan � pour le di�edre,

h(t) � a
�

4
tan� pour le cône.

(7)

Par la suite on notera Qm(a) les int�egrales du premier membre de cette �equation.

5 R�esolution du probl�eme coupl�e hydro-�elastique

5.1 Formulation du syst�eme di��erentiel

On souhaite formuler un syst�eme di��erentiel pour suivre les variations temporelles des ampli-

tudes des modes A = (A1;A2;:::;An;:::). Pour cela on introduit une nouvelle variable q(r;t) telle

que

Dq(r;t) = ��dH( _w � V + Vini)� �f'; avec _q = ��w; (8)

o�u Vini est la vitesse initiale d'impact. On d�ecompose ensuite q(r;t) sur la base des fonctions propres

q(r;t) =

1X
n

qn(t)(kn=R)
4wn(r): (9)

On reporte les expressions (4), (5), (6) et (9) dans (8) et on en prend le produit scalaire avec

chacune des fonctions de forme wm(r) pour m � 1. Cela conduit au syst�eme matriciel suivant(
_A =

h
��W (a)

i
�1h

Zq + g(a)�O(V � Vini)
i
;

_q = A;
(10)

avec

gm(a) =< '0;wm > ; Wmn(a) =< �n;wm > ; �mm = �H
�d

�f
Um; (11)

Zmm =
D

�f

�
km

R

�4

Um; Om = �
�dH

�f
< 1;wm > : (12)



Korobkin et Khabakhpasheva (1999) proposent de modi�er le syst�eme di��erentiel (10) par un

changement de variable judicieux. Cela est sugg�er�e par le fait que a(t) est une fonction strictement

monotone croissante du temps. Comme a est �egalement une inconnue du probl�eme, on peut avanta-

geusement utiliser a plutôt que t comme variable d'�evolution. Le Jacobien de cette transformation

est fourni par la condition de Wagner (7)

�
dt

da

�
di�edre

=
tan � +Q0(a)A

�V (t)

2
�Q(a) _A

;

�
dt

da

�
cône

=

� tan�

4
+Q0(a)A

V (t)�Q(a) _A
; (13)

o�u le 0 d�esigne la d�eriv�ee par rapport �a l'argument a. Puisque dt

da
ne peut devenir n�egatif ou nul, il

est int�eressant de noter que le d�enominateur de dt

da
reste strictement positif. Comme on pourra le

constater plus loin, cela a des cons�equences notoires sur les caract�eristiques du jet.

C'est la loi ne Newton qui fournit l'expression de la vitesse pour la chute libre

Mc
_V =Mc
 � F (t); (14)

o�u Mc est la masse totale du corps, F (t) est la force verticale d'impact et 
 est l'acc�el�eration de la

pesanteur que l'on peut en g�en�eral n�egliger. En toute rigueur la force hydrodynamique F (t) a pour

expression

~F = ��f
d

dt

Z
D(t)

'~nds; (15)

mais du fait des conditions aux limites du probl�eme hydrodynamique (potentiel nul sur la surface

libre), la force s'identi�e �a une int�egrale de la pression sur toute la surface mouill�ee D(t), c'est �a

dire

F (t) =

Z
D(t)

p(r;t)ds avec p(r;t) = ��f'0;t � �f

1X
n=1

d

dt
[ _An�n]: (16)

On retrouve donc des r�esultats classiques. La force est compos�ee de deux contributions, l'une relative

au corps rigide qui fait intervenir la masse ajout�ee 1 du corps Ma

Frigide =
d

dt

�
MaV

�
; avec Ma =

8>><
>>:

1

2
�f�a

2`ref pour le di�edre,

4

3
�fa

3 pour le cône,

(17)

l'autre contribution r�esulte de l'�elasticit�e

F�elastique = �
d

dt

�
_AR(a)

�
avec Rn(a) = �f

Z
D(t)

�n(r;a)ds: (18)

Ces expressions permettent d'int�egrer l'�equation (14) pour obtenir une expression explicite de la

vitesse de chute

V (t) =
Mc(
t+ Vini) + _AR(a)

Mc +Ma

; (19)

que l'on reporte dans le syst�eme di��erentiel pour A et q.

1. Pour le di�edre, d�e�ni uniquement par sa section bidimensionnelle, par souci d'homog�en�eit�e des dimensions des

variables, on introduit `ref comme longueur de r�ef�erence dans la troisi�eme direction de l'espace.



5.2 Formulation pour la pression

La pression peut être calcul�ee, comme toutes les autres variables, par d�ecomposition modale.

N�eanmoins on sait que la pression pr�esente un pic tr�es important (en fait la pression est singuli�ere)

au voisinage de r = a(t) et par cons�equent il faudrait beaucoup de modes pour capter cette forte

discontinuit�e. Il est donc pr�ef�erable de calculer directement la pression �a partir de la relation de

Bernoulli.

Pour lever le probl�eme de singularit�e de la pression le long de la ligne de contact, on utilise la

solution de Wagner (1932) valable �a la racine du jet. La �gure suivante d�ecrit l'�ecoulement local

dans un rep�ere qui bouge avec le point de contact r = a(t).

U

U

δ 
ξ

Pmax surface du corps 

r=a(t)

le point de contact 

bouge à la vitesse U 

On proc�ede �a un raccord asymptotique de la solution dite ext�erieure au jet �a celle valable asymp-

totiquement �a la racine du jet en r = a repr�esent�ee par les expressions suivantes du potentiel des

vitesses et de la pression

'root � �4U

r
Æj�j
�
; proot � 2�fU

2

s
Æ

�j�j
; (20)

o�u U est la vitesse de d�eplacement du point de contact et Æ l'�epaisseur du jet; ces deux quantit�es

sont inconnues. L'identi�cation des expressions asymptotiques fournit

U = _a; Æ =

8<
:

�a

8 _a2

�
V � 2

�
_A(t)Q(a)

�2
; di�edre

a

2� _a2

�
V �Q(a) _A

�2
; cône

(21)

L'expression de U est identique �a celle du corps rigide. C'est une cons�equence de la lin�earisation

du probl�eme aux limites. La distribution de pression dans la racine du jet pr�edit un maximum au

point de stagnation (dans le rep�ere en mouvement �a la vitesse U). Cette pression maximum vaut

Pmax =
1

2
�f _a

2: (22)

A�n de d�e�nir une distribution de pression uniform�ement valide jusqu'en r = a, on choisit la

formulation composite de Zhao et Faltinsen (1992) plutôt que celle de Cointe et Armand (1987).

La raison est que, pour le cône 2, cette derni�ere n'est pas continue en r = a(t). La pression se

d�ecompose donc selon

p(r;t) = ��f _'0 � �f

1X
m=1

d

dt

�
_Am(t)�m(r;a)

�
+ Proot � Pcomp; (23)

2. On peut e�ectivement montrer que l'erreur pour le di�edre d�ecrô�t comme tan � mais reste �nie pour le cône.



o�u Proot d�esigne la solution de Wagner (1932) valable �a la racine du jet

Proot = 2� _a2
j� j1=2

(1 + j� j1=2)2
pour r � a =

Æ

�

�
� log j� j � 4j� j1=2 � j� j+ 5

�
r > a; (24)

et Pcomp est la pression composite qui annule la singularit�e au point de contact r = a(t)

Pcomp = �f _a

r
2a

a� r

8<
:

1
2

h
V � 2

�
_AQ
i

pour le di�edre,

1
�

h
V � _AQ

i
pour le cône.

(25)

6 R�esultats et discussions

La correction mouill�ee a est la variable qui contrôle tout le ph�enom�ene d�ecrit par le mod�ele

de Wagner lin�earis�e. Sa variation temporelle d�ecrit en plus la vitesse d'expansion de la surface

mouill�ee. C'est pourquoi on proc�ede �a une �etude param�etrique en fonction de _a.

Autant dans le cas rigide, la variation de _a ne pr�esente aucun myst�ere puisque _a est proportion-

nelle �a la vitesse de chute 3, autant dans le cas �elastique, on peut mettre en �evidence l'in
uence de

la d�eformation du corps sur les di��erents ph�enom�enes qui peuvent se produire lors de l'impact. On

examine en particulier l'in
uence de di��erents param�etres sur _a, comme l'�epaissseur, la hauteur de

chute ainsi que l'angle mort. Au pr�ealable il convient de justi�er le choix du nombre de modes pour

s'assurer de la convergence des r�esultats.

6.1 Convergence avec le nombre de modes

Il est raisonnable de penser que le nombre de modes �a utiliser d�epend de la rigidit�e du mat�eriau.

C'est l'�epaisseur qui contrôle ici cette caract�eristique. On consid�ere un cône p�en�etrant le liquide

�a vitesse constante �egale �a la vitesse au point de contact initial �x�ee par la hauteur de chute

hc = 3:5m. L'�epaisseur vaut H = 1:5mm et l'angle mort est � = 6o. Le rayon ext�erieur du

cône est R = 0:128m. Le mat�eriau retenu est de l'aluminium dont les caract�eristiques m�ecaniques

sont: module d'Young E = 1:2 1011N=m2, coeÆcient de Poisson � = 0:3 et masse volumique

�d = 2700Kg=m3. Le liquide est de l'eau de masse volumique �f = 1000Kg=m3. Quatre simulations

sont e�ectu�ees respectivement avec 5, 10, 15 et 20 modes. Les �gures suivantes montrent l'�evolution

de l'amplitude Am en fonction du temps, pour m variant de 1 �a 4.
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3. C'est le cas pour les seuls corps consid�er�es ici; le di�edre et le cône. La raison est que la fonction f(r) qui d�ecrit

leur g�en�eratrice, est lin�eaire avec r.



On constate que le rapport entre le mode 1 et les suivants d�ecrô�t rapidement. Sur les �gures

suivantes, on examine l'in
uence du nombre de modes sur la variation temporelle de a (�a gauche)

et la variation _a avec a (�a droite), il est clair que 10 modes semblent amplement suÆsants. Les

tests e�ectu�es �a �epaisseur plus importante con�rment ce choix.
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6.2 E�ets de l'�elasticit�e et limites du mod�ele

On d�ecrit les di��erentes �etapes du processus d'immersion pour une �epaisseur de H = 1:5mm,

un angle mort � = 6o, une masse du corps mobile Mc = 30Kg et en chute libre d'une hauteur

hc = 3:50m. Cela permet, entre autre, de corr�eler les variations de la d�eformation d'une part �a la

vitesse de d�eplacement de la ligne de contact d'autre part. Sur la �gure suivante sont trac�ees les

variations avec a(t) des di��erentes quantit�es caract�eristiques de l'�etat du cône.
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La vitesse d'expansion de la surface mouill�ee est ici clairement irr�eguli�ere. On peut distinguer le

point o�u le premier mode devient dominant. En de�c�a de ce point, _a d�ecrô�t monotoniquement. Cela

est dû �a la d�eformation croissante du corps même si l'angle mort local d�ecrô�t aussi l�eg�erement. A

mi-immersion, aux environs de a = 0:06m, le point rwmax
semble se stabiliser; c'est l'endroit le long

du cône o�u se produit le maximum de d�eformation. A partir de ce point, l'immersion s'acc�el�ere avec

la diminution de l'angle mort local. Un maximum est atteint avant l'immersion compl�ete tandis

que l'angle mort doit rejoindre sa valeur initiale � du fait de l'encastrement du cône en ce point.

On note que la vitesse _a peut atteindre 250m=s. Pour des coques plus �nes, elle peut être bien plus

grande.

La simulation se termine avec un maximum de d�eformation de l'ordre de wmax � 5:5mm. Avant

�c�a, il apparâ�t que la pente locale le long d'une g�en�eratrice devient plus petite que 4o notamment

d�es que a(t) > 0:07m. La valeur de 4o d�e�nit g�en�eralement la limite inf�erieure du domaine de

validit�e du mod�ele de Wagner. Cela con�rme le fait que peuvent se produire des ph�enom�enes de

ventilation, �a savoir la formation d'un liquide inhomog�ene contenant des bulles d'air. Dans ce cas la

pression, telle qu'elle est calcul�ee dans ce mod�ele, n'est plus valable. On examine la variation de la

pression en deux points de mesure r = 0:04m et r = 0:09m c'est �a dire de part et d'autre de la limite



a(t) = 0:07m. Sous les hypoth�eses de Wagner la pression au deuxi�eme point est largement plus

importante qu'au premier point. Cela s'explique simplement par le fait que le pic est proportionnel

au carr�e de _a. La r�ealit�e physique d'un tel comportement est discutable pour la raison �evoqu�ee

plus haut. S'il se forme un coussin d'air, la pression devrait être plus faible. De surcrô�t on peut

noter que l'amplitude de la pression au second point est divis�ee par un facteur 4 sur un intervalle

de temps de 3 10�5s diÆcilement captable par des capteurs couramment utilis�es pour ce genre

d'exp�erience.

Pour la même simulation, on examine les variations de la hauteur de p�en�etration h(t), de la

vitesse V (t) et de l'acc�el�eration _V (t) avec a(t). La diminution de la vitesse est de l'ordre de 6 %,

tout �a fait semblable au cas rigide. En �n d'immersion l'acc�el�eration atteint des valeurs tr�es impor-

tantes de l'ordre de 165 fois la gravit�e 4. Il est aussi int�eressant de noter que le rapide changement

d'angle mort local provoque une diminution de la d�ec�el�eration c'est �a dire une diminution de l'e�ort

d'impact.
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Même si cela reste pratiquement tr�es diÆcile �a mettre en �evidence exp�erimentalement, on peut

estimer l'in
uence de l'�elasticit�e sur l'�epaisseur du jet. Pour l'illustrer on trace sur la �gure suivante

la variation temporelle de V (t) et _AQ. Pour le cône, le carr�e de l'�ecart entre ces deux termes (ramen�e

au carr�e de la vitesse V (t)) fournit une indication quantitative sur la diminution de l'�epaisseur du

jet du fait de l'�elasticit�e. Il y a e�ectivement une diminution si _AQ reste constamment positif, ce

qui est le cas. On constate ici que l'�epaisseur du jet diminue de 30% par rapport au cas rigide.
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Ces r�esultats sont en accord avec les variations de _a d�e�nies par les �equations (13). L'�elasticit�e

du corps induit une diminution de l'�epaisseur du jet mais aussi une augmentation de la vitesse du


uide dans le jet 5. Au �nal il faudrait examiner plus pr�ecis�ement la r�epartition d'�energie d'une

part transmise au 
uide, d'autre part �evacu�ee dans le jet et surtout emmagasin�ee par la coque. Ce

point fera l'objet d'une �etude ult�erieure.

4. Entre l'acc�el�eration et l'e�ort hydrodynamique d'impact, il y a un facteur Mc la masse totale du corps dans

l'air.

5. On sait que cette vitesse est la somme de la vitesse du point de contact _a plus la vitesse du 
uide dans le jet _a.

Au total la vitesse du 
uide dans le jet vaut 2 _a.



6.3 Etude param�etrique de l'�elasticit�e de la coque

L'in
uence de l'�epaisseur de la coque sur la variation de _a est illustr�ee sur les deux �gures

suivantes relatives au cône d'angle mort 6o chutant d'une hauteur hc = 0:9m. L'�epaisseur varie de

H = 1mm jusqu'�a H = 15mm.
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Il semble que, pour cette con�guration pr�ecise, l'�epaisseur H = 5mm limite deux types de com-

portement �elastique. En de�c�a de H = 5mm, l'�elasticit�e in
uence fortement les �etapes successives

de l'immersion comme on vient de le d�ecrire plus haut. Au del�a de H = 5mm, les comportements

�elastiques et rigides di��erent peu. En particulier, le temps d'immersion est tr�es peu a�ect�e. Une

analyse en terme de param�etres nondimensionnels devrait être men�ee pour g�en�eraliser ce r�esultat.

Si on permet �a l'angle de varier entre 6o et 20o (limite sup�erieure admise dans l'approximation

de Wagner) par pas de 1o. La �gure suivante illustre {pour une �epaisseur deH = 1:5mm{ l'in
uence

de � sur la variation temporelle de la vitesse d'immersion _a.
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La �gure de droite montre les d�eformations correspondantes calcul�ees au point r = 0:04m mesur�e

�a partir du sommet du cône. On constate que la dur�ee de simulation est d'autant plus courte

que l'angle est faible. Plus l'angle est important, moins l'�elasticit�e du mat�eriau se fait sentir. En

particulier, pour les grandes valeurs de � il semble que la d�eformation atteigne un maximum. Cela

indique que la phase de vibration libre commence.

La hauteur de chute accentue clairement les e�ets de l'�elasticit�e plus encore qu'une diminution

de l'angle mort. La �gure suivante (celle de gauche) montre la variation temporelle de _a pour une

hauteur de chute variant de hc = 90cm jusqu'�a hc = 350cm et pour un angle mort � = 6o. A droite,



sont trac�ees les d�eformations correspondantes calcul�ees au point r = 0:04m.
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Quand l'�epaisseur du mat�eriau devient faible on constate la formation d'une cavit�e. Quatre �etats

successifs du di�edre sont trac�es sur la �gure suivante pour le di�edre d'�epaisseurH = 0:5mm tombant

d'une hauteur hc = 3:5m et un angle mort de � = 6o.

t=1.07 ms

t=1.72 ms

t=0.37 ms
t=0.13 ms

 0.025

 0  0.02  0.04  0.06  0.08

 0.02

 0.1
 0

 0.12  0.14

 0.015

 0.01

 0.005

A partir de t � 1ms, on peut raisonnablement penser que des e�ets de coussin d'air vont se produire.

Ult�erieurement il se forme une poche d'air. Ce ph�enom�ene peut tr�es bien être pris en compte par

le pr�esent mod�ele. Cela suppose qu'un nouveau contact est mod�elis�e sur le bord ext�erieur (voir

Korobkin et Khabakhpasheva, 1999).

6.4 Comparaisons avec des r�esultats exp�erimentaux

Il ne semble pas exister de r�esultats exp�erimentaux concernant le di�edre tel qu'il a �et�e con�gur�e

ici, �a savoir encastr�e au centre et sur sa fronti�ere ext�erieure. Pour le cône, par contre, on dispose

des r�esultats de Donguy (2002). Le dispositif exp�erimental permet de mesurer la pression en deux

points sur une même g�en�eratrice du cône, �a des distances r = 0:04m et r = 0:09m du sommet. Les

d�eformations sont �egalement disponibles mais ces r�esultats ne sont pas exploit�es ici.

Les �gures suivantes montrent les variations temporelles de la pression aux deux points de

mesure. Di��erents param�etres d'angle mort et d'�epaisseur sont consid�er�es. La vitesse initiale au

point de contact est Vini = 2:5m=s.
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On ajuste les instants o�u le 
uide touche les capteurs de pression. Cet ajustement des instants

est �evidemment discutable {surtout pour la pression en r = 0:09m){ mais il faut bien d�e�nir une

origine en temps. On indique sur la �gure l'�ecart en temps �a ajouter pour proc�eder �a cet ajuste-

ment. Les raisons peuvent être attribu�ees �a des d�efauts de colin�earit�e de l'axe de chute et de l'axe

d'axisym�etrie. De plus �a l'instant de contact du capteur, la vitesse de croissance de la pression

d�epend de la vitesse de d�eplacement _a. Le capteur �a un diam�etre de 5mm. Cela permet de d�e�nir

une dur�ee de phase de croissance de l'ordre de 0:2ms �a 0:45ms. Cette dur�ee de phase de crois-

sance est illustr�ee par une double 
�eche au dessus des pics de pression. Les r�esultats exp�erimentaux

r�ev�elent de nombreux ph�enom�enes qui ne sont pas pris en compte dans le mod�ele. Par exemple,

il peut se produire une d�ecroissance de la pression avant que le capteur ne soit th�eoriquement

touch�e par le 
uide. On observe aussi ce ph�enom�ene pour un cône rigide. Des e�ets de ventila-

tion sont probablement pr�esents. Sans connâ�tre pr�ecis�ement l'erreur de mesure commise lors des

exp�eriences et surtout en absence d'une estimation pr�ecise de l'erreur de r�ep�etabilit�e des essais, on

peut quand même conclure que le mod�ele reproduit assez bien le pic de pression. En particulier

on peut dor�enavant expliquer pourquoi le pic de pression en r = 0:09m est plus important qu'en

r = 0:04m. On note aussi que, bien apr�es l'immersion des capteurs, il se produit un accroissement

de la pression particuli�erement important aux deux points de mesure. Ces ph�enom�enes n'ont pas

encore re�cu d'explication physique claire mais ils semblent toutefois se produire en même temps

que l'immersion compl�ete du cône i.e. quand a(t) = R.

7 Conclusion

L'approche qui a �et�e d�evelopp�ee, est tr�es riche d'enseignements quant �a l'in
uence de l'�elasticit�e

d'une coque au moment de son impact sur une surface libre. Il est clair que ce mod�ele fournit des

�el�ements objectifs de dimensionnement dans le cadre d'�etudes de conception pr�eliminaire. Un point

essentiel qui milite en faveur ce mod�ele est son faible coût informatique. On a ainsi acc�es aux

d�eformations ainsi qu'aux contraintes support�ees par le mat�eriau. Des comparaisons suppl�emen-

taires avec des r�esultats exp�erimentaux sont d�esormais n�ecessaires pour mieux cerner les limites

d'application d'un tel mod�ele.

Ces travaux semblent aussi ouvrir de nombreuses directions d'�etude compl�ementaires:

1. On peut envisager de traiter le cas quasi axisym�etrique en introduisant une base modale

o�u la variation suivant l'azimuth serait prise en compte. Une lin�earisation autour du corps

axisym�etrique reste possible (voir Korobkin et Scolan 2002). L'ordre z�ero correspond �a la

g�eom�etrie axisym�etrique. L'ordre un permet d'introduire une petite variation g�eom�etrique

et de calculer la correction mouill�ee correspondante. Les diÆcult�es viennent du fait que la

correction de l'e�ort d'impact est du deuxi�eme ordre; cela devient clairement tr�es compliqu�e.

2. L'aternative est de s'a�ranchir de la lin�earisation dite de "corps �epais". Cela signi�e qu'une

autre approche num�erique doit être employ�ee: par exemple une m�ethode int�egrale dans la-



quelle la condition de Neumann sur la surface mouill�ee est exacte. On peut alors ajouter des

termes dans l'�equation de d�eformation a�n de prendre en compte la g�eom�etrie exacte. Dans

ce cas on peut toujours envisager d'utiliser la base de fonctions propres, mais les �equations

coupl�ees hydro-�elastiques deviennent fortement non-lin�eaires.

3. Concernant la prise en compte d'une cavit�e, le mod�ele de Wagner est tout �a fait adapt�e. Pour

cela il faut r�esoudre deux probl�emes d'impact locaux de part et d'autre de la cavit�e. On doit

s'attendre malheureusement �a des e�ets de compressibilit�e de la poche d'air ce qui constitue

une diÆcult�e suppl�ementaire non n�egligeable.

4. Il reste beaucoup d'incertitude sur la validit�e du raccord entre la solution dite ext�erieure au jet

et la solution valable �a la racine du jet. On sait que ce raccord donne acc�es �a des informations

importantes comme la pression maximum ainsi qu'�a l'�epaisseur du jet. N�eanmoins il n'est

pas sûr que la physique que l'on mod�elise ainsi soit e�ectivement le ph�enom�ene que l'on

doit observ�e. Comme analyse compl�ementaire, il serait souhaitable de proc�eder �a une �etude

param�etrique concernant les caract�eristiques du jet pour s'assurer de l'applicabilit�e du mod�ele

sur ce point.

5. En�n certaines con�gurations laissent penser que des ph�enom�enes de cavitation peuvent se

produire notamment pr�es du sommet du cône ou du coin. Il conviendrait de recenser ces

con�gurations et de r�ealiser des exp�eriences a�n de justi�er leur r�ealit�e physique.

Ces travaux sont r�ealis�es dans le cadre du Plan d'Etude Amont "Simulation num�erique de

l'impact vertical d'un corps �elastique sur une surface 
uide." initi�e par le Bassin d'Essais des

Car�enes. Les d�eveloppements th�eoriques sont �egalement support�es par le CEPM (projet M6404/01)

en partenariat avec le Bureau Veritas, Principia RD, et Saipem SA (ex Bouygues O�shore).
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