


1 Introduction

On s'int�eresse ici �a la r�eponse lin�eaire �a la houle d'une barge �elastique, et on compare les
r�esultats num�eriques aux r�esultats des essais. Les applications pratiques concernent les �etudes
des ph�enom�enes connus sous le nom de "springing" c.�a.d. des vibrations induites par la houle,
lesquelles sont observ�ees sur les structures relativement souples (tr�es grands bateaux, barges,
bateaux en aluminium,...).
Du fait que les p�eriodes propres de la barge "tombent" dans les p�eriodes de houle, le couplage
hydro�elastique devient essentiel et doit être pris en compte correctement dans les m�ethodes de
simulation num�erique. La m�ethode qu'on a choisie est bas�ee sur la d�ecomposition modale pour
repr�esenter les modes des d�eformations de la structure. Comme il s'agit l�a du comportement
global, on se permet de mod�eliser la structure par une poutre non uniforme et on r�esout le
probl�eme par la m�ethode des �el�ements �nis 1D. D'autre part, la partie hydrodynamique est
mod�elis�ee en utilisant une m�ethode de singularit�es 3D (code HYDROSTAR-BV). Une fois mise
en oeuvre, la m�ethode est valid�ee par des comparaisons avec des r�esultats d'essais r�ealis�es sur
une barge �elastique (au BGO First).

2 Mod�ele structurel

Du point de vue structurel, la barge est mod�elis�ee par une poutre �elastique dont les d�eformations
sont d�ecrites par le mod�ele connu sous le nom de "Timoshenko beam". Selon ce mod�ele la
d�eform�ee totale U(x; t) se d�ecompose en deux parties :

U(x; t) =W (x; t) + V (x; t) (1)

avec :

W (x; t) - d�e
ection due �a la 
exion

V (x; t) - d�e
ection due au cisaillement

D'autre part, puisqu'on s'int�eresse ici �a des ph�enom�enes harmoniques, on passe dans le domaine
fr�equentiel en �ecrivant :

U(x; t) = <fu(x)e�i!tg ; W (x; t) = <fw(x)e�i!tg ; V (x; t) = <fv(x)e�i!tg (2)

Avec ces notations les �equations qui d�ecrivent les d�eform�es de la poutre peuvent être �ecrites sous
la forme suivante :

d2

dx2
[EI

d2w

dx2
] + !2[

EI

GA
m+ Im]

d2w

dx2
+ !2[!2 Im

GA
� 1]mw = fh (3)

u = [1� !2 Im
GA

]w �
EI

GA

d2w

dx2
(4)

avec :
E - module d'�elasticit�e

I - moment d'inertie de la section par rapport �a l'axe y

G - module de cisaillement

A - surface de la section participant au cisaillement

Im - moment d'inertie de la masse par rapport �a l'axe y (par unit�e de longueur)

m - masse par unit�e de longueur

fh - e�ort ext�erieur par unit�e de longueur

2.1 M�ethode des �el�ements �nis et calcul des modes propres secs

La m�ethode qu'on a choisie pour r�esoudre le probl�eme structurel est la m�ethode des �el�ements
�nis qu'on rappelle bri�evement.



La structure est subdivis�ee en un nombre �nis des �el�ements (�g.1) dont les caract�eristiques
(EI;GA;m; Im) sont suppos�ees constantes. Le champ de d�eplacement sur chaque �el�ement est
d�e�ni par 4 fonctions de forme correspondant aux 4 degr�es de libert�e de l'�el�ement (d�eplacements
et courbures dans les 2 noeuds).

i i+ 1

ui ui+1
�i �i+1

Figure 1: Mod�ele de poutre navire

Apr�es quelques manipulations on aboutit �a l'�equation matricielle pour chaque �el�ement :

([K]i � !2[M ]i)fUgi = fFgi � ffhgi (5)

avec :

[K]i - matrice de rigidit�e

[M ]i - matrice de masse

fUgi - vecteur des d�eplacements des noeuds

fFgi - vecteur des e�orts dans les noeuds

ffhgi - vecteur des e�orts hydrodynamiques

En imposant l'�equilibre des e�orts et la continuit�e des d�eplacements aux noeuds on obtient
l'�equation matricielle globale :

([K]� !2[M ])fUg = fF hg (6)

o�u [M ] est la matrice de masse, [K] est la matrice de raideur, fF hg est le vecteur des e�orts
ext�erieurs (pression hydrodynamique) et fUg est le vecteur des inconnues nodales [d�eplacements
ui et pentes �i = (@u=@x)i] :

fUg = fu1; �1; u2; �2; � � � ; ui; �i; ui+1; �i+1; � � � ; uNe ; �Ne ; uNe+1; �Ne+1g
T (7)

L'�equation (6) permet de formuler un probl�eme aux valeurs propres :

�
[ K ]� !2[ M ]

�
fUg = f0g (8)

dont la solution donne les pulsations propres et les modes propres secs:

!i ; fUgi ; i = 1; N (9)

[ � ] = [fUg1 ; fUg2 ; :::::; fUgi ; :::: fUgN ] (10)

Notons que les modes ainsi obtenus sont orthogonaux ce qui fait que les matrices:

[ m ] = [ � ]T [ M ][ � ] ; [ k ] = [ � ]T [ K ][ � ] (11)

sont diagonales.
Notons �egalement que le probl�eme aux valeurs propres "s�eches" poss�ede deux solutions �a la
fr�equence z�ero avec les vecteurs propres associ�es repr�esentant les mouvements du corps rigide
(pilonnement et tangage).



3 Mod�ele hydrodynamique et couplage

Il s'agit ici d'expliciter les e�orts ext�erieurs lesquels, dans notre cas, sont dus �a la pression hy-
drodynamique. Selon les principes de la th�eorie lin�eaire, on divise d'abord les e�orts hydrody-
namiques en une partie qui d�epend des d�eform�ees de la structure FR, et une partie "d'excitation
pure" FDI :

F h = FR + FDI (12)

Notons qu'il s'agit ici des e�orts int�egr�es sur le corps selon les fonctions qui vont être choisies
pour repr�esenter les d�eplacements de la structure. En e�et le d�eplacement total d'un point sur
la structure est suppos�e sous la forme suivante :

H(x; y; z) =
NX
i=1

�ih
i(x; y; z) =

NX
i=1

�i[h
i
x(x; y; z)i + hiy(x; y; z)j + hiz(x; y; z)k] (13)

o�u les fonctions hi sont les fonctions de base qu'on choisit d'être associ�ees aux modes propres
secs de la structure. On d�eduit pour le cas de la 
exion verticale :

hi = �
@u

@x
(Z � ZN )i+ 0j + uk (14)

o�u Z est la coordonn�ee verticale d'un point sur la surface du corps et ZN est la position verticale
de la ligne neutre.

3.1 Probl�eme hydrodynamique

On adopte la th�eorie potentielle et on d�e�nit le potentiel total ' avec les �equations suivantes :
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(15)

o�u � est le nombre d'onde � = !2=g.
Grâce �a la lin�earit�e on peut d�ecomposer le potentiel total comme suit :
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D
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o�u :

'
I

- potentiel incident, '
I
= �igA=!e�(z+ix)

'
D

- potentiel de di�raction

'
Rj

- potentiels de radiation

De (13) et (15), on d�eduit les conditions sur le corps pour le potentiel de di�raction et les
potentiels de radiation :

@'
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;

@'
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@n
= hjn (17)

Notons encore que les potentiels de di�raction et de radiation doivent �egalement satisfaire la
condition de radiation �a l'in�ni.



3.1.1 Les e�orts

Une fois les potentiels trouv�es, les e�orts sont calcul�es par l'int�egration de la pression sur la
surface mouill�ee du corps. Du fait que le probl�eme consid�er�e est lin�eaire la pression peut être
�ecrite sous la forme :

p = i!%'� %gz (18)

En ce qui concerne la partie associ�ee au potentiel ' on la divise en une partie d'excitation pure
FDI :

FDI
i = i!%

Z Z
SB

('
I
+ '

D
)hindS (19)

et une partie FRj d�ependante des d�eformations hj de la structure :

F
Rj
i = %!2

Z Z
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Rj
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De fa�con habituelle, on d�e�nit maintenant les masses ajout�ees et amortissements:

Aij = %<f

Z Z
SB

'
Rj
hindSg ; Bij = %!=f

Z Z
SB

'
Rj
hindSg (21)

En ce qui concerne la partie "hydrostatique" associ�ee �a �%gz les choses sont l�eg�erement plus
compliqu�ees parce que il s'agit d'int�egrer un terme d'ordre O(1) sur une surface mouill�ee en
mouvement.
D�e�nissons d'abord l'e�ort total instantan�e, associ�e au mode hi :

FHs
i = �%g

Z Z
~SB

z ~h
i
~ndS (22)

o�u le signe "~" d�esigne la valeur instantan�ee de la quantit�e en question.
On �ecrit maintenant l'expression pour le même e�ort dans la position au repos :

FHs
i = �%g

Z Z
SB

(Z + ÆZ)(hi + Æhi)(n+ Æn)dS (23)

o�u Æ d�esigne le changement dû aux mouvements/d�eformations du corps.
On d�eduit facilement le terme lin�eaire de (23) et on le subdivise en trois parties :
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La variation des di��erentes quantit�es peut être trouv�ee en utilisant la d�eriv�ee directionnelle. On
�ecrit :

ÆZ = (Hr)Z =Hk ; Æhi = (Hr)hi ; Æn = (Hr)n (25)

o�u l'op�erateur Hr repr�esente la d�eriv�ee directionnelle :
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Apr�es quelques manipulations, assez encombrantes, on obtient les di��erents coeÆcients de rappel
correspondant �a chaque partie de l'e�ort hydrostatique :
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Pour obtenir la matrice de rappel compl�ete, il faut rajouter �a l'e�ort de la pression la partie due
�a la gravit�e. On �ecrit :

Fm
i = �

Z Z Z
V
gÆhikdm (30)

de fa�con �a pouvoir �ecrire pour le coeÆcient de rappel :
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L'expression �nale pour le coeÆcient de rappel hydrostatiqe Cij devient donc :

Cij = Cp
ij + Ch

ij +Cn
ij + Cm

ij (32)

Notons que cette expression est g�en�erale et valable pour n'importe quel type de d�eformation du
corps. On peut ainsi v�eri�er que dans le cas classique du corps rigide on obtient les coeÆcients
habituels, en mettant pour les six fonctions de base les expressions suivantes :

h1 = i ; h2 = j ; h3 = k ; h4 = i ^ (R �R
Q
) ; h5 = j ^ (R�R

Q
) ; h6 = k ^ (R �R

Q
)(33)

o�u R
Q
d�esigne la position du point de calcul.

3.2 Probl�eme coupl�e

D'apr�es (11,19,21,32) on d�eduit l'�equation du syst�eme coupl�e :

n
�!2([ m ] + [ A ])� i![ B ] + ([ k ] + [ C ])

o
f�g = fF g (34)

avec :

[ m ] - matrice r�eduite de masse propre (11)

[ k ] - matrice r�eduite de raideur structurelle (11)

[ A ] - matrice des masses ajout�ees (21)

[ B ] - matrice des amortissements hydrodynamiques (21)

[ C ] - matrice de la raideur hydrostatique (32)

f�g - vecteur des amplitudes (complexes) modales (13)

fF g - vecteur de l'excitation (19)

La solution de cette �equation donne les amplitudes des di��erents modes et le d�eplacement d'un
point quelconque de la structure est donn�e par (13).

3.3 Calcul des modes mouill�es

L'�equation (34) permet de formuler le probl�eme aux valeurs propres

n
�!2([ m ] + [ A ]) + ([ k ] + [ C ])

o
f�g = f0g (35)

dont la solution donne les modes propres mouill�ees. Comme la masse ajout�ee d�epend de la
pulsation, il est clair qu'un processus d'it�eration est n�ecessaire. Ce qu'il faut noter �egalement,
c'est que dans le cas d'une structure mouill�ee il n'existe pas de mode de pulsation nulle.



4 R�esultats

On se propose de valider la m�ethode developp�ee en comparant les r�esultats num�erique �a ceux
issus d'une campagne d'essais sur une barge �elastique.

4.1 Description des essais

Figure 2: Le mod�ele exp�erimental.

Figure 3: Comportement de la barge lors des essais (Con�guration 1).

Les essais ont �et�e r�ealis�es au bassin de g�enie oc�eanique BGO-First. Le mod�ele consiste en
une succession de 12 
otteurs, longs de 19 cm, larges de 60 cm et hauts de 25 cm. Le tirant
d'eau lors des essais �etait de 12 cm. Les 12 
otteurs sont reli�es, au niveau du pont, par deux
lames �elastiques en acier. Lors des essais deux jeux de lames ont �et�e utilis�es, les premi�eres
�epaisses de 4 mm, les secondes �epaisses de 6 mm, leur largeur �etant de 5 cm dans les deux
cas. Pour les essais avec les lames de 6 mm (con�guration 2), le module avant a �et�e remplac�e
par un module non parall�el�epip�edique, de mêmes longueur, largeur et hauteur hors tout. Une
troisi�eme con�guration, o�u les 
otteurs sont li�es rigidement, a fait l'objet de quelques essais
compl�ementaires.
Dans les trois con�gurations l'espacement entre les 
otteurs �etait de 15 mm, de mani�ere �a �eviter
leurs contacts. Aucun mouvement particulier de la surface libre dans l'espace inter-
otteurs n'a
�et�e observ�e.
Les essais ont �et�e e�ectu�es en houles de face, r�eguli�eres et irr�eguli�eres, le mod�ele �etant ancr�e par
un syst�eme de faible raideur (p�eriode propre en cavalement de l'ordre de 10 s). Quelques essais
d'extinction ont aussi �et�e r�ealis�es, la barge �etant soulev�ee en un point (milieu ou extr�emit�e) par
un câble cassant au d�eport vertical souhait�e.



L'instrumentation consistait en un suivi optique du mouvement de 6 
otteurs sur 12, num�erot�es
1, 3, 5, 7, 9, 11 en partant de la proue, �a l'aide du syst�eme KRYPTON dont la pr�ecision est
inf�erieure au millim�etre. Le point de r�ef�erence, pour le mouvement de chaque module, est situ�e
au niveau du pont, �a son extr�emit�e avant (vers la proue). Des acc�el�erom�etres ont aussi �et�e plac�es
dans les deux modules extrêmes.

4.2 Calcul des modes propres secs/mouill�es

Bien que les essais ne portaient pas sur l'identi�cation pr�ecise des modes propres de la barge,
on pr�esente quand même quelques r�esultats num�eriques et on les compare aux mod�eles semi-
analytique simpli��es. En e�et il est possible [3] d'utiliser un mod�ele simpli��e pour estimer les
premi�eres pulsations propres d'une structure uniforme. En particulier on peut montrer que les
pulsations propres sont donn�ees par l'expression:

!2
i =

c

m
+
EI

m

(�iL)
4

L4
(36)

avec :
c - coeÆcient de raideur hydrostatique par unit�e de longueur c = %gB

m - masse totale de la barge par unit�e de longueur m = %Bd(1 + Cm)

B - largeur de la barge

d - tirant d'eau

Cm - coeÆcient de masse ajout�ee par unit�e de longueur (valeur prise Cm = 1:7)

L - longueur de la barge

�iL - 0; 4:735; 7:855; 11; :::

Notons qu'il s'agit l�a d'une simpli�cation du mod�ele dans le sens o�u les e�ets hydrodynamiques
3D ont �et�e n�eglig�es, le coeÆcient Cm a �et�e estim�e approximativement et le mod�ele de poutre est
plus simple (Euler).
Dans le tableau 1. on donne d'abord les valeurs des pulsations propres mouill�ees approximatives
et celles obtenues par la m�ethode pr�esent�ee.

Con�guration Pilonnement Tangage F lexion1 F lexion2
1 (Analytique) 5.503 5.503 6.166 9.429
1 (Num�erique) 5.500 5.710 6.450 9.560
2 (Analytique) 5.503 5.503 7.510 15.105
2 (Num�erique) 5.530 5.790 8.035 15.400

Table 1. Les pulsations propres mouill�ees.

Sur la �gure 4 on montre les 4 premiers modes de la structure s�eche (S) et mouill�ee (M). Comme
on le pressentait, les modes de pilonnement et de tangage purs n'existent plus, et on note
�egalement qu'il existe une di��erence notable entre les modes secs et les modes mouill�es 
exibles
qui est due principalement aux e�ets hydrodynamiques 3D, qui sont absents dans le cas des
modes secs et �egalement dans le cas de la m�ethode simpli��ee semi-analytique.

4.3 R�eponse de la structure

Sur la �gure 5 on pr�esente d'abord les RAO des di��erents modes de mouvement (rigide et
�elastique) pour la con�guration la plus souple qui est la con�guration 1. On observe une par-
ticipation importante �a la r�eponse du premier mode de 
exion dont la pulsation propre est de
6:45rad=s. Les autres modes de 
exion r�epondent moins car on est plus loin de leur r�esonance.
Les RAO du pilonnement et de tangage se trouvent peu a�ect�es par la 
exibilit�e de la struc-
ture. Sur la �gure 6 on montre les RAO du d�eplacement vertical des di��erents 
otteurs, et on
peut observer un tr�es bon accord entre les r�esultats num�erique et les essais. Des conclusions
similaires peuvent être tir�ees de deux autres con�gurations dont les r�esultats �equivalents sont
montr�es sur les �gures 7,8 et 9,10 respectivement. Comme pr�evu, la participation des modes

exibles �a la r�eponse de la barge est beaucoup plus faible pour la con�guration 2 et inexistante
pour la con�guration 3. Dans toutes les trois con�gurations un amortissement suppl�ementaire
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Figure 4: Les premiers modes propres pour la con�guration 1.

�egal �a 5 pour cent de l'amortissement critique a �et�e ajout�e.
Pour se rendre un peu mieux compte du comportement de la barge aux di�erentes fr�equences,
sur les �gures qui suivent on montre l'�evolution de la d�eform�ee de la barge au cours d'une p�eriode
de la houle. On observe bien le comportement �elastique de la barge surtout pr�es de la r�esonance
du premier mode de 
exion (�g. 13 en particulier). La 
exion est moins prononc�ee pour les plus
petites p�eriodes et quasi inexistante pour les tr�es grandes p�eriodes. On retrouve �egalement un
comportement de corps rigide pour la con�guration 3.

5 Conclusion

On a pr�esent�e ici une m�ethode num�erique capable de traiter le probl�eme du couplage hy-
dro�elastique d'un corps souple 
ottant en pr�esence de la houle. La mise en oeuvre a n�ecessit�e,
pour le probl�eme structurel, la construction d'un mod�ele simple de poutre non-uniforme 1D, et
pour le probl�eme hydrodynamique des modi�cations du code classique de di�raction-radiation
3D (HYDROSTAR). Une m�ethode de couplage eÆcace entre les deux mod�eles a �et�e developp�ee
sur les bases d'une approche modale. La m�ethode a �et�e valid�ee par des essais sp�ecialement d�edi�es
�a ce probl�eme, et on peut dire que l'outil est maintenant op�erationnel et prêt �a être utilis�e pour
les �etudes d'ing�enierie.
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Figure 7: RAO-s des di��erents modes de d�eformations pour la con�guration 2.
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Figure 8: RAO du d�eplacement vertical des di��erentes sections pour la Con�guration 2.
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Figure 9: RAO-s des di��erents modes de d�eformations pour la con�guration 3.
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Figure 10: RAO du d�eplacement vertical des di��erentes sections pour la Con�guration 3.
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Figure 11: La d�eform�ee de la barge au cours du temps.(Con�guration 1, T=0.9 s)
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Figure 12: La d�eform�ee de la barge au cours du temps.(Con�guration 3, T=0.9 s)
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Figure 13: La d�eform�ee de la barge au cours du temps.(Con�guration 1, T=1.1 s)
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Figure 14: La d�eform�ee de la barge au cours du temps.(Con�guration 2, T=1.1 s)


