


INTRODUCTION

Les techniques de mod�elisation spectrale pr�esentent des caract�eristiques de convergence,
de pr�ecision et de rapidit�e de calcul particuli�erement int�eressantes. Contrairement �a d'autres
m�ethodes commun�ement utilis�ees en hydrodynamique, telle la m�ethode des �el�ements de fron-
ti�ere par exemple, il s'agit d'une m�ethode globale, i.e. dans laquelle la solution est d�ecrite
continûment dans tout le domaine de calcul. De fait, cette solution est exprim�ee sous la forme
d'une s�erie de fonctions de base globales li�ees �a la seule g�eom�etrie du domaine ; ces fonctions
forment de plus une base orthogonale, ce qui implique que la solution converge spectralement
(exponentiellement) avec le nombre de termes conserv�es dans la s�erie. L'avantage que pr�esente
cette d�ecomposition en s�erie trouve sa contrepartie dans la diÆcult�e de formulation des fonctions
de base de cette s�erie. Ces fonctions ne peuvent en e�et s'obtenir que dans le cas de g�eom�etries
simples et �xes au cours du temps, ce qui limite a priori fortement le champ d'application de
la m�ethode en excluant la prise en compte de conditions de bord non-homog�enes. L'objet du
pr�esent travail a donc �et�e de lever certaines de ces limitations tout en conservant au maximum
les caract�eristiques de convergence et de pr�ecision de ladite m�ethode qui demeurent des atouts
importants pour des simulations rapides et �ables, aptes �a r�epondre �a des besoins industriels
par exemple. Cela nous a notamment men�e �a d�ecomposer le potentiel total en la somme d'un
potentiel purement spectral et d'un potentiel additionnel calcul�e de mani�ere �a lever la restriction
sur les conditions de bord.

Les premiers �a avoir propos�e et utilis�e une telle m�ethode spectrale appliqu�ee �a un bassin bi-
dimensionnel �a surface libre ont �et�e Dommermuth & Yue [1] en 1987. Ils utilisent une formulation
proche de celle pr�esent�ee comme �etant le `noyau' de notre m�ethode, mais en d�e�nissant en plus
un potentiel de surface de Zakharov [2], et en r�ealisant le d�eveloppement de Taylor de la solution
autour de z = 0 {m�ethode dite `Higher Order Spectral' (HOS) que nous n'avons pas (encore)
impl�ement�ee (cf. le commentaire s'y rapportant, section A.4.). La di��erence principale avec le
mod�ele pr�esent�e ci-apr�es r�eside dans l'hypoth�ese suppl�ementaire, faite par ces auteurs, que la
solution recherch�ee est p�eriodique en espace. Cela, ajout�e au fait que leur mod�ele ne peut prendre
en compte la g�en�eration des vagues, les contraint �a se donner, dans toutes leurs simulations, une
houle de Stokes pour condition initiale. A cette solution initiale sont ensuite surimpos�ees, par
exemple, une pression de surface mouvante pour obtenir des ondes stationnaires, ou une fonction
de forme multiplicative pour obtenir des paquets de vagues. Ils parviennent ainsi �a conserver
leur hypoth�ese de p�eriodicit�e spatiale, mais avec la contrainte de domaines de calcul de grande
taille ; de plus cette condition initiale de Stokes restreint et complique tout de même assez
nettement les simulations possibles. Une �etude de pr�ecision et de convergence assez compl�ete
est men�ee (cf. section A.4.) ainsi que des comparaisons avec un mod�ele mixte d'Euler-Lagrange.
Beaucoup plus r�ecemment, Brandini & Grilli (cf. e.g. [3]) ont r�e-utilis�e cette même formulation
(de Dommermuth & Yue) en trois dimensions pour obtenir des `vagues sc�el�erates', aussi �a partir
d'une houle de Stokes du cinqui�eme ordre avec perturbation surimpos�ee, et donc avec les mêmes
restrictions.

Dans un papier succinct de 1999 Agnon & Bingham [4] ont, quant �a eux, pos�e le principe de la
s�eparation du potentiel en la superposition d'un potentiel de type spectral (HOS en l'occurence)
prenant en compte la surface libre dans un bassin �xe, et d'un potentiel additionnel autorisant la
prise en compte d'une condition non-homog�ene sur l'un des murs lat�eraux tout en ne v�eri�ant
aucune condition sur la surface libre (cf. section A.3. et partie B. pour une description plus
d�etaill�ee du m�ecanisme). Ils ont illustr�e cette possibilit�e avec un potentiel additionnel analytique
traduisant la pr�esence d'un 
ux p�eriodique �a travers la surface x = 0 d'un bassin bi-dimensionnel
(
ux qui correspondrait �a un batteur piston en lin�eaire). Dans le même esprit, Kim et al [5]
ont utilis�e comme potentiel additionnel une singularit�e de type puits immerg�e pour simuler
la vidange non-lin�eaire d'une cuve bi-dimensionnelle, avec pour formulation spectrale la même
que celle de notre `noyau'. C'est ce même principe de `potentiel additionnel' que nous avons



largement repris et �etendu (cf. partie B.) pour lever partiellement la contrainte d'invariance de
la g�eom�etrie du domaine simul�e.

Dans une autre direction, Chern et al [6] ont d�evelopp�e une formulation spectrale volumique,
beaucoup plus complexe, dont l'id�ee est de rapporter le domaine de calcul (du fond du bassin
bi-dimensionnel �a sa surface libre non-lin�eaire instationnaire) �a un domaine �xe rectangulaire,
par une `transformation �'. Ils se retrouvent alors avec une m�ethode proche de notre `noyau'
mais o�u les fonctions de base sont devenues des polynômes de Chebyshev au lieu de notre s�erie
de Fourier, ce qui ralentit la r�esolution. Ils ont r�ecemment �etendu cette m�ethode au cas d'un
bassin cylindrique tri-dimensionnel dans lequel des lâchers de surface libre de type Cauchy-
Poisson ont �et�e �etudi�es (tels que ceux r�ealis�es dans notre bassin parall�el�epip�edique (cf. section
A.1.)).

On mentionnera pour terminer deux revues plus g�en�erales de l'utilisation des m�ethodes
spectrales en dynamique des 
uides num�erique, par C. Canuto et al [7] d'abord, et par B.
Fornberg [8] plus r�ecemment mais pour les m�ethodes `pseudo-spectrales' uniquement (cf. section
A.4. pour le distinguo s�emantique).

Les mod�eles propos�es ici s'inscrivent dans ce contexte bibliographique en s'inspirant des tra-
vaux d�ej�a r�ealis�es, mais proposent des extensions originales, principalement issues de l'utilisation
de potentiels additionnels faisant partie int�egrante des simulations. Du fait de la multiplicit�e des
formulations utilis�ees, et pour en faciliter la lecture, on a choisi dans cet article de les regrouper
par th�emes, accompagn�ees des r�esultats associ�es. Cette progression th�ematique est ordonn�ee
en deux grandes parties : la premi�ere pr�esente le noyau de la m�ethode, sa validation et ses
applications, la deuxi�eme quant �a elle est vou�ee aux extensions de la m�ethode permettant de
contourner la restriction �a un domaine de g�eom�etrie �g�ee.

A. NOYAU DE LA M�ETHODE - Cas des cuves en mouvement

Dans cette premi�ere partie, le noyau de la formulation spectrale est �etabli. On entend ici par
`noyau' la r�esolution des �equations non-lin�eaires d'un �ecoulement irrotationnel de 
uide parfait
�a surface libre dans un bassin parall�el�epip�edique de g�eom�etrie �g�ee, et cette seule r�esolution.
Les applications a��erentes sont expos�ees : principalement des lâchers de d�eformations initiales
dans la cuve (Nota : on emploie dans cet article le mot `cuve' pour d�esigner les cas o�u le `bassin'
n'est pas d�edi�e �a la g�en�eration de houle), et des cas de cuves en mouvement (sloshing). Les
premiers pas vers la g�en�eration de houle par m�ethode spectrale nonobstant les restrictions de
cette formulation de base sont aussi �evoqu�es, donnant l'occasion de pr�esenter le couplage avec
un code de di�raction tri-dimensionnel.

A.1. Formulation du noyau - Lâchers de surface libre

Un bassin tri-dimensionnel de profondeur d'eau h et de dimensions horizontales Lx et Ly

est consid�er�e. Toute la formulation ainsi que les r�esultats sont pr�esent�es avec des quantit�es
adimensionnalis�ees par rapport �a la profondeur d'eau h, et �a l'acc�el�eration de gravit�e g. On
se place dans le cadre de la th�eorie des �ecoulements potentiels de 
uide parfait ; le potentiel
des vitesses �(M(x; y; z); t) de l'�ecoulement v�eri�e donc l'�equation de Laplace (1) dans tout le
domaine 
uide D. La surface libre SL est d�ecrite au moyen d'une repr�esentation classique ex-
cluant le d�eferlement : z = �(x; y; t). Les conditions non-lin�eaires de surface libre s'�ecrivent alors
comme (2) pour la condition cin�ematique et (3) pour la condition dynamique en formulation
semi-Lagrangienne. En rajoutant des conditions de Neumann (4) homog�enes sur les parois �xes



SP du bassin, le probl�eme est r�egi par les �equations suivantes :

��(M; t) = 0 ; M 2 D (1)
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o�u n repr�esente la normale �a la paroi consid�er�ee.
On d�ecompose alors le potentiel des vitesses sur la base des modes propres du bassin :

�(M; t) =

N�X
mn=0

amn(t) mn(x; y; z) ; M 2 D (5)

la s�erie in�nie �etant tronqu�ee �a l'ordre N�. Les amn(t) en constituent la partie variante, on les
appellera `amplitudes modales' ; quant aux  mn, ce sont des fonctions purement spatiales qui
correspondent aux modes propres du bassin. Si on r�e-introduit cette d�ecomposition (5) dans les
�equations (1) et (4) il vient :

 mn(x; y; z) = cos(kmx) cos(kny)
cosh[kmn(z + 1)]

cosh[kmn]
(6)

o�u
��!
kmn = (km; kn) = (m�=Lx; n�=Ly) est le nombre d'onde associ�e au mode bi-dimensionnel

mn, et kmn sa norme.

Lâchers de surface libre.

En premier lieu, on a valid�e le noyau seul de la m�ethode (�equations (1) �a (6)) sur des
cas de lâchers de surface libre lin�eaires puis non-lin�eaires. Dans ces tests, on donne �a l'instant
initial une d�eformation de surface libre non nulle, �a cin�ematique nulle. On observe ensuite le
d�eveloppement des ondes dans le bassin, comme sur le cas bi-dimensionnel pr�esent�e �gure 1 o�u le
deuxi�eme mode propre du bassin �evolue rapidement de sa d�eform�ee initiale sinuso��dale vers une
d�eform�ee stationnaire non-lin�eaire. Les caract�eristiques typiquement non-lin�eaires des d�eform�ees
successives de surface libre sont bien visibles : aÆnement et augmentation de l'amplitude (de
plus de 40%) des crêtes, �elargissement et r�eduction de l'amplitude (d'environ 25%) des creux.

Des cas de lâchers de
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Fig. 1: Lâcher du mode 2 { Convergence des quantit�es globales (gauche) {
Pro�ls extrêmes de la d�eform�ee de surface libre �a partir du repos (droite).

type Cauchy-Poisson en
bassin tri-dimensionnel
ont aussi �et�e men�es et
compar�es au code d'�el�e-
ments de fronti�ere (BEM)
X-wave d�evelopp�e par P.
Ferrant, cf. [9], ce qui a
aboutit �a la conclusion
escompt�ee que beaucoup
moins de points/modes
sont n�ecessaires au code
spectral pour atteindre
la pr�ecision du code BEM.

Toutes les consid�erations d'ordre num�erique sont regroup�ees en A.4.



A.2. Cuves en mouvement

Formulation.

Apr�es la validation du `noyau' lui-même, il a sembl�e int�eressant de tester les capacit�es du
code sur le cas de cuves en mouvements impos�es. De fait, l'expression de ce probl�eme d�erive
ais�ement de celui du lâcher de surface libre en cuve �xe, par le simple ajout d'un terme de
for�cage analytique au second membre de la condition dynamique de surface libre non-lin�eaire

(3) : ��!x :
���!
Aexc:, o�u

�!x est le vecteur coordonn�ee, et
���!
Aexc: le vecteur acc�el�eration de l'excitation

de la cuve. La cin�ematique initiale doit aussi être accord�ee �a celle de l'excitation : �(t = 0) =

��!x :
��!
Uexc:(t = 0), avec

��!
Uexc: le vecteur vitesse de l'excitation.

Simulations.

Dans un article r�ecent [10] G.X. Wu et al ont simul�e di��erents cas bien document�es de cuves
en excitation �a des fr�equences proches de la r�esonance, en utilisant une m�ethode d'�el�ements �nis.
La comparaison e�ectu�ee sur les di��erents cas montre un tr�es bon accord entre leurs simulations
et les nôtres [11], avec toujours l'avantage d'une convergence tr�es rapide.

Fig. 2: Excitation proche de la r�esonance d'un bassin en eau peu profonde { �Evolution de la surface
libre { Comparaison des r�esultats en Lagrangien et en semi-Lagrangien. Ferrant & Le Touz�e [11]

La �gure 2 montre par exemple un cas en eau tr�es peu profonde (Lx=h = 25) presque �a la
r�esonance !exc: = 99:73%!r, o�u l'apparition d'un front d'onde tr�es cambr�e sur les d�eform�ees
successives est notable (en haut �a gauche de la �gure). Ce cas est �a la limite de ce qu'il est possible
de simuler puisqu'on atteint �nalement des pentes locales qui conduisent au d�eferlement. Il est
cependant notable que même sur ce cas extrême les deux m�ethodes fournissent des r�esultats



encore tr�es proches. La partie basse de la �gure illustre le fait que pour continuer �a calculer
apr�es que la langue de 
uide a redescendu de la paroi de droite, il a �et�e n�ecessaire de mettre
en oeuvre une r�esolution purement Lagrangienne, des instabilit�es se cr�eant �a ce moment en
semi-Lagrangien (not�e Eul�erien) alors que les deux m�ethodes donnent des r�esultats confondus
jusque peu avant.

Fig. 3: Excitation diagonale d'une cuve �a partir du repos et au voisinage de
la r�esonance (!exc: = !r � 99:8%), �a deux instants.

La �gure 3 montre un cas limite similaire en trois dimensions dans un cuve excit�ee selon
une de ses diagonales. Un l�eger d�ecalage temporel est trouv�e par rapport �a la m�ethode �el�ements
�nis, mais cette derni�ere a dû opter pour une discr�etisation un peu plus grossi�ere qu'en deux
dimensions. L�a encore on observe la formation de deux fronts d'onde perpendiculaires, fortement
cambr�es, interagissant jusqu'�a d�eferler peu de temps apr�es t = 52:9. Il faut noter dans les deux
cas le caract�ere fortement non-lin�eaire des d�eform�ees qu'on r�eussit �a obtenir, d�epassant 2 fois
la hauteur d'eau initiale (sur la �gure 2 par exemple, le graphe dans la partie basse pr�esente la
même �echelle en x et en z).

La limitante de telles simulations proches de la r�esonance est bien entendu l'hypoth�ese de
non-d�eferlement intrins�eque �a la m�ethode, plus que l'absence de viscosit�e dont les e�ets sont
restreints ici, mais les caract�eristiques de pr�ecision et de relative rapidit�e de calcul de la m�ethode
permettent des simulations longues qui peuvent trouver leur utilit�e dans des applications r�eelles
comme le transport maritime de liquides par exemple.

A.3. Extensions vers la g�en�eration de houle

Dispersion et di�raction d'un

Fig. 4: Cylindre soumis �a un train de di�raction bi-
dimensionnel, en non-lin�eaire (� = �inc: + �diffr:).

paquet de vague.

A partir d'une d�eform�ee initiale
de type Cauchy-Poisson centr�ee en
x = 0 dans un bassin bi-dimension-
nel long, il est possible d'obtenir la
dispersion d'un paquet de vagues qui
se propage au long du bassin. Ce pa-
quet de vagues bi-dimensionnel peut
ensuite être introduit comme champ
incident dans un code de di�raction
tri-dimensionnel tel que celui d�eve-
lopp�e par P. Ferrant (cf. [12] pour
les r�esultats et des d�etails sur la for-
mulation et la mise en oeuvre). La �gure 4 montre l'interaction d'un tel train de vagues dispersif



sur un cylindre vertical.
L'avantage �a entreprendre un tel couplage r�eside d'une part dans la pr�ecision escompt�ee

de la houle incidente spectrale, mais surtout dans la possibilit�e de conserver une formulation
di�ract�ee tri-dimensionnelle avec un champ incident bi-dimensionnel instationnaire grâce �a la
continuit�e de la solution spectrale �a travers la surface libre incidente. En e�et, lors d'un tel
couplage, la r�esolution des quantit�es di�ract�ees s'op�ere �a l'endroit de la surface libre r�eelle, et
non sur la surface libre incidente, les quantit�es incidentes doivent donc potentiellement être
connues au-dessus de la surface libre incidente, donn�ee qu'une m�ethode d'�el�ements de fronti�ere
bi-dimensionnelle ne pourrait fournir, par exemple.

Houle lin�eaire avec potentiel additionnel analytique.

Il s'agit du cas, propos�e par Agnon & Bingham [4], o�u l'on connâ�t analytiquement un poten-
tiel qui satisfait �a la condition d'un batteur piston en lin�eaire sur un des murs lat�eraux du bassin,
et les conditions de Neumann homog�enes sur les autres parois. Cette application n'a pas grand
int�erêt en elle-même puisqu'il existe une solution semi-analytique instationnaire fournissant di-
rectement la houle g�en�er�ee (solution que l'on a d'ailleurs tr�es bien retrouv�ee num�eriquement
[9]), mais elle fournit l'occasion de d�evelopper succinctement la mise en place et l'int�erêt de la
s�eparation du potentiel des vitesses en une composante spectrale et une composante addition-
nelle :

�(M; t) = �spec(M; t) + �add(M; t) ; M 2 D (7)

Il faut souligner qu'on n'impose rien �a ce potentiel additionnel sur la surface libre. Avec (7),
on r�e-�ecrit les �equations du probl�eme (1) �a (4) o�u une des �equations homog�enes (4) est devenue
inhomog�ene du fait de la condition batteur �x = Vbat ; x = 0. �add et toutes ses d�eriv�ees
�etant connues analytiquement, on peut les consid�erer comme de simples termes de for�cage pour
la r�esolution de �spec qui v�eri�e alors de nouveau le même jeu d'�equations (1) �a (4) du `noyau'
seul, avec en plus des termes de for�cage dans les conditions de surface libre, mais en ayant bien
des conditions de Neumann homog�enes sur toutes les parois, et donc un domaine de calcul de
g�eom�etrie �xe ce qui reste un impond�erable de la m�ethode.

Ce principe ouvre des horizons si l'on consid�ere qu'on peut l'appliquer pas uniquement dans
le cas o�u l'on poss�ede une solution analytique pour le potentiel additionnel, mais aussi dans
celui o�u l'on serait capable de calculer ce potentiel �a chaque pas de temps, avant de proc�eder �a
la r�esolution de la partie spectrale. C'est sur cette id�ee qu'ont repos�e les extensions du mod�ele
pr�esent�ees dans la partie B.

A.4. Aspects num�eriques

On se propose dans cette section de rassembler les �el�ements de la m�ethode li�es �a la r�esolution
num�erique.

Dans le probl�eme aux limites d�ecrit pr�ec�edemment (�equations (1) �a (4)), les seules inconnues
sont les amplitudes modales am(t) et les �el�evations de surface libre �(x; y; t). Les �equations de
surface libre (2) et (3) sont discr�etis�ees en N� noeuds de collocation. Pour avancer les incon-
nues en temps, un sch�ema de Runge-Kutta du quatri�eme ordre est adopt�e. La connaissance
des am(t) requiert la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire N� � (N� + 1) formul�e pour sa d�eriv�ee
temporelle et assembl�e �a partir de la condition dynamique de surface libre (3) prise aux N�

noeuds. La condition cin�ematique (2) quant �a elle donne directement acc�es �a la d�eriv�ee tempo-
relle de �. Dans les simulations o�u les conditions de surface libre sont d�evelopp�ees en s�erie de
perturbations, le syst�eme choisi est toujours carr�e et r�esolu par FFT. En non-lin�eaire complet,
on le prend g�en�eralement carr�e avec une r�esolution par m�ethode it�erative (GMRES), sauf dans
certains cas `diÆciles' o�u une m�ethode plus lente (Householder) permet de r�esoudre un syst�eme



surd�etermin�e, ce qui a des propri�et�es de r�egularisation de la solution (aussi utilis�e par Kim et
al [5]). Cependant le coût devient alors O(N3

�) ce qui est rapidement prohibitif.
On peut pro�ter de cette distinction dans les r�esolutions pour faire la distinction s�emantique

entre les quali�catifs `spectral' et `pseudo-spectral'. Le premier signi�e que toutes les quan-
tit�es inconnues (�, � et leurs d�eriv�ees dans notre cas) sont directement accessibles �a partir de
la simple connaissance des amplitudes modales de la s�erie (et de leurs d�eriv�ees temporelles).
C'est bien entendu le cas de � et de ses d�eriv�ees, par construction, mais � est aussi connue
continûment en (x; y) dans ces m�ethodes ; cela s'applique �a nos r�esolutions lin�eaire et second-
ordre en d�eveloppement de Stokes. En revanche, on parle de m�ethode `pseudo-spectrale' lorsque
la connaissance des modes ne suÆt pas pour re-construire � et ses d�eriv�ees en tout point du plan
horizontal, la r�esolution compl�etement non-lin�eaire pr�esent�ee dans ce papier en est un exemple.

A�n d'�evaluer le mod�ele, les premi�eres �etapes ont consist�e �a v�eri�er sur di��erentes grandeurs
conservatives (volume, �energie totale) les caract�eristiques de convergence spectrale (exponen-
tielle) avec le nombre de modes conserv�es, ainsi que la convergence au quatri�eme ordre en
temps : la m�ethode d'avance en temps choisie suivant un sch�ema de Runge-Kutta du quatri�eme
ordre. La partie gauche de la �gure 1 permet de constater la convergence attendue. Il apparâ�t
d'ailleurs que cette convergence ne d�epend que tr�es peu de la grandeur choisie (qu'on choisisse
le volume, ou l'erreur sur l'�el�evation en un seul point par exemple), pour peu que cette grandeur
implique la re-construction de la s�erie modale. L'�evolution temporelle du volume est de plus
une grandeur de choix pour quanti�er les diÆcult�es de r�esolution que rencontre la m�ethode :
la partie en haut �a droite de la �gure 2 en est un tr�es bon exemple (le pic y correspond au
moment o�u l'eau remonte le mur, i.e. au moment de plus fortes pentes locales). Plus que la
cambrure, les pentes locales sont d'ailleurs le facteur limitant de la m�ethode qui engendrent
puis entretiennent des instabilit�es �eventuelles quand on s'approche du d�eferlement ; ce qui est
attendu puisque plus les pentes sont fortes, plus les non-lin�earit�es sont importantes, plus on
se rapproche d'un d�eferlement au moins local et donc des limites de nos hypoth�eses. On peut
n�eanmoins s'en rapprocher sans probl�eme jusqu'au moins 80% de la limite de Stokes en cam-
brure (ce que constataient d�ej�a Dommermuth & Yue [1]).

Si l'on s'int�eresse maintenant aux crit�eres temps/espace, la convergence en temps est g�en�era-
lement tr�es rapide [9], c'est bien souvent celle en espace que l'on aÆnera. Cependant, et
sp�ecialement en non-lin�eaire, un crit�ere entre les deux est souvent �a respecter, sous peine
de voir apparâ�tre aux extr�emit�es du bassin des oscillations parasites de grande amplitude
{correspondant aux derni�eres longueurs d'ondes conserv�ees dans la s�erie{, et ce d�es les premiers
pas de temps, ce qui conduit directement �a l'interruption du calcul. A cet �egard, les chocs
temporels (mises en vitesse brusques,...) sont aussi �a �eviter, car le contenu spectral s'en trouve
rapidement �etendu vers les hautes fr�equences, et cette excitation ne disparâ�t pas ensuite. La
mise en place de rampes temporelles, même tr�es courtes, est donc n�ecessaire quand on ne d�ebute
pas la simulation �a partir d'une cin�etique nulle dans le 
uide.

Les amplitudes modales ont aussi �et�e observ�ees, elles constituent un crit�ere de stabilit�e de la
m�ethode en ce sens que d�es que les derniers modes sont excit�es, cela est synonyme de d�ebut de
divergence de la m�ethode. N�eanmoins, et hormis peut-être le surdimensionnement du syst�eme,
toutes les tentatives de lissage sont �a proscrire avec cette m�ethode : changer le contenu modal
par une action externe m�ene le plus souvent �a accentuer les diÆcult�es. Les tentatives vari�ees
men�ees dans les d�ebuts en ce sens ont immanquablement men�e �a des impasses ; on peut citer
l'extinction des hautes fr�equences {pourtant recommand�ee par Dommermuth & Yue [1]{ lors
de la reconstruction des grandeurs physiques n�ecessaires �a la r�esolution (i.e. la non prise en
compte des k derniers modes calcul�es), le d�eplacement des points de collocation, ou encore le
lissage de la surface libre qui met en fait en inad�equation temporaire la r�epartition modale non
liss�ee et les �el�evations de surface libre issues du lissage.

Avant de conclure, il doit aussi être fait mention de la m�ethode `Higher Order Spectral'
qui n'a pas encore �et�e impl�ement�ee dans notre code non-lin�eaire. Cela est dû �a la raison toute
simple qu'en deux dimensions les temps de calcul sont tels (de l'ordre de 1h) que cela n'est pas



indispensable (le Cray2 de 1987 n'est plus requis !), et en 3D compl�etement non-lin�eaire seuls
des cas de sloshing `diÆciles' ont �et�e simul�es jusqu'�a pr�esent, et donc au moyen d'un syst�eme
surd�etermin�e non compatible avec cette m�ethode. Cela constitue n�eanmoins un d�eveloppement
pr�evu dans un futur proche, et qui sera indispensable pour g�en�erer de la houle tri-dimensionnelle
compl�etement non-lin�eaire.

En conclusion, le mod�ele dont nous disposons est eÆcace et �able quand il donne des
r�esultats mais rigide tant dans sa formulation que num�eriquement, surtout en non-lin�eaire com-
plet ; et il se montre r�etif aux `aides �a la convergence' usuelles (qu'on peut utiliser en BEM par
exemple). Les r�e
exes sont en fait tr�es di��erents d'une m�ethode potentielle `�a maillage' clas-
sique, car l�a c'est bien la donn�ee des amplitudes modales qui est principale et qu'il convient de
surveiller. Bien �evidemment, dans le code du bassin au second-ordre par exemple, o�u le calcul
est ind�ependant de l'amplitude des non-lin�earit�es, on rencontre moins de diÆcult�es num�eriques.

B. EXTENSIONS DE LA M�ETHODE - G�en�eration de houle

Dans la premi�ere partie, la validit�e du noyau de la m�ethode spectrale a �et�e d�emontr�ee, et
on a �etabli quelques lignes directrices quant �a son utilisation num�erique. Les applications qui
en d�ecoulent directement ont �et�e pr�esent�ees et cette m�ethode semble valable pour une utili-
sation sur des cas de simulations longues de cuves tri-dimensionnelles en mouvement, même
si des m�ethodes autorisant le d�eferlement sont plus adapt�ees pour des excitations plus vio-
lentes : on pense alors plutôt �a des m�ethodes de types VOF (des comparaisons avec Y. An-
drillon sont en cours) ou SPH. Mais les applications o�u ce mod�ele trouve toute son utilit�e
sont ailleurs : la premi�ere est celle pr�ec�edemment mentionn�ee du couplage avec un code de
di�raction tri-dimensionnel, couplage rendu possible par les propri�et�es sp�eci�ques de la tech-
nique spectrale, mais la m�ethode n'aura alors d'int�erêt que si l'on parvient �a g�en�erer des houles
bi-dimensionnelles non-lin�eaires. La premi�ere section de cette partie y est consacr�ee. La se-
conde section pr�esente quant �a elle les grands traits de la simulation compl�ete d'un bassin
de houle au second-ordre au moyen d'un potentiel additionnel ad�equat, et quelques r�esultats
tri-dimensionnels.

B.1. G�en�eration de houles non-lin�eaires

La premi�ere extension de la mod�elisation propos�ee dans la partie A. est celle de la g�en�eration
de houles bi-dimensionnelles non-lin�eaires. Cela a n�ecessit�e d'ajouter au potentiel purement
spectral un potentiel additionnel g�en�erateur de la houle. Comme la prise en compte d'une paroi
mobile par un potentiel additionnel ad�equat, même r�esolu num�eriquement, n'est pas ais�ee, une
autre technique de g�en�eration de houle a �et�e entreprise.
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Fig. 5: �Evolution des e�orts subits par un cylindre soumis �a un �etat de
mer de spectre ITTC.



Elle est r�ealis�ee au moyen de doublets tournants immerg�es, singularit�es propos�ees �a l'ori-
gine par A.H. Cl�ement [13] et que nous avons optimis�ees r�ecemment pour parvenir �a une
g�en�eration de houle presque parfaitement uni-directionnelle, même en non-lin�eaire. Ces dou-
blets ont d'abord �et�e utilis�es pour reproduire un spectre de mer type ITTC, par superposition
de doublets de di��erentes fr�equences, spectre qui a �et�e coupl�e au code de di�raction mentionn�e
pr�ec�edemment [14]. Le potentiel additionnel revêt alors la forme suivante, pour tout M de D :

�add(M; t) = R(t)
N!X
j=1

NimagesX
k=0

�
�xj cos(!jt+ 'j)(x� xk)

(x� xk)2 + (z � zk)2
+
�zj sin(!jt+ 'j)(z � zk)

(x� xk)2 + (z � zk)2

�
(8)

o�u la premi�ere somme repr�esente le d�ecoupage du spectre continu de houle en N! bandes
discr�etes, la deuxi�eme somme prend en compte les images du doublet, plac�ees sur deux rang�ees
de part et d'autres du fond du bassin pour tenir compte de la pr�esence des murs lat�eraux et
du fond Les (xk; zk) sont les positions de ces images, les 'j des phases al�eatoires associ�ees aux
doublets de pulsations !j, et R(t) une rampe de d�emarrage. �xj et �zj sont les composantes
du moment du doublet j, on a montr�e r�ecemment [15] que le choix optimal pour engendrer
une houle unidirectionnelle est d'apr�es la th�eorie lin�eaire : �xj = th[kj(zk + 1)]�zj o�u kj est le
nombre d'onde associ�e �a la pulsation !j .
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face libre obtenues [14] sont
du même type que celle de
la �gure 4. La �gure 5 don-
ne l'exemple d'une donn�ee
qu'on peut extraire d'un tel
couplage : celle de l'e�ort
subi par le cylindre dans l'-
axe de la houle au cours du
passage du paquet de mer.

Tout r�ecemment [15], on
a g�en�eralis�e cette technique
de g�en�eration �a l'emploi d'un seul doublet temporel et non plus une superposition de doublets
fr�equentiels. Via un aller retour dans le domaine fr�equentiel prenant en compte la fonction de
transfert lin�eaire du doublet, on peut parvenir �a g�en�erer un paquet de vague se focalisant �a
une distance donn�ee du doublet pour reproduire une cible lin�eaire prescrite. La �gure 6 montre



ainsi l'�evolution du paquet de vagues se focalisant sur la sonde objectif puis se dispersant, ce
en lin�eaire et en non-lin�eaire. L'objectif �etait ici de g�en�erer un pic focalis�e de forte cambrure.
On voit bien sur la �gure 7 les e�ets caract�eristiques des non-lin�earit�es locales li�ees �a cette
cambrure. Cette m�ethode de g�en�eration de train d'ondes focalis�es sera coupl�ee tr�es prochaine-
ment avec le même code de di�raction, notamment dans l'optique de retrouver le ph�enom�ene
de `ringing' de la structure dont on sait qu'il se produit dans de telles conditions.

Avec ces deux types de g�en�eration de houle non-lin�eaire, on dispose donc d'un outil d'entr�ee
non seulement ad�equat de par ses sp�eci�cit�es (comme expos�e pr�ec�edemment), mais aussi apte
�a simuler eÆcacement le champ incident non-lin�eaire utilis�e comme entr�ee par n'importe quelle
m�ethode en formulation di�ract�ee. Les applications ne sont donc pas restreintes au cadre de la
th�eorie potentielle puisque cette g�en�eration va ainsi se voir prochainement coupl�ee avec un code

uide visqueux formul�e en champ di�ract�e.

B.2. Bassin de houle au second ordre

L'autre application sp�eci�que d�eriv�ee du noyau de notre mod�ele est celle de la simulation
int�egrale d'un bassin de houle num�erique au second-ordre de non-lin�earit�e du d�eveloppement
de Stokes. La formulation second-ordre adopt�ee pour le potentiel spectral est classique (cf. [16]
pour des d�etails), mais fait apparâ�tre une condition non-homog�ene sur le batteur. La recherche
d'un potentiel additionnel adapt�e a donc �et�e n�ecessaire, et s'est av�er�ee non triviale. On est
�nalement parvenu �a une expression du potentiel additionnel lui-même exprim�e comme une
s�erie spectrale de modes sur le batteur g�en�eralis�e. Cette solution satisfait de plus l'optique de
conserver une pr�ecision et des temps de calcul int�eressants. La di��erence ici par rapport �a la
section A. ou même par rapport �a la g�en�eration d'un spectre de houle, est que ce potentiel ne
peut être connu analytiquement et qu'il doit donc être calcul�e au long de la simulation en même
temps que le potentiel purement spectral. Nous avons donc une double r�esolution imbriqu�ee, et
ce �a chaque ordre (cf. [16] pour des d�etails quant �a la r�esolution). Il faut de plus bien conserver
�a l'esprit que ce potentiel est compl�etement adapt�e �a la situation et ne pourrait être ais�ement
�etendu �a d'autres cas. Une r�esolution en non-lin�eaire complet du même bassin ne pourrait se
faire au moyen du même potentiel par exemple (et elle ne serait pas ais�ee de toute mani�ere). Le
choix d'une r�esolution au second ordre est en e�et motiv�e par le maintien a��erent de l'aÆchage
des conditions aux limites sur le batteur sur une paroi �xe (en x = 0), ce qui o�re la possibilit�e
de r�ealiser le d�eveloppement spectral pr�ec�edent sur un domaine de calcul dont la g�eom�etrie reste
�xe.

Bas�e sur ce potentiel additionnel, un bassin de houle num�erique au second ordre, nomm�e
`SWEET', a donc �et�e d�evelopp�e au cours de l'ann�ee 2002 au moyen d'une telle technique
enti�erement spectrale. A notre connaissance, ce code n'a pas d'�equivalent existant.

La premi�ere utilisation pratique de ce mod�ele a �et�e d�edi�ee �a des comparaisons de mouvements
batteur pour la g�en�eration de houles tri-dimensionnelles. Une �etude des zones utiles aux deux
ordres a en particulier �et�e men�ee de mani�ere plus approfondie, notamment dans le but de
quanti�er la d�egradation au second-ordre de l'optimisation de la houle obtenue en th�eorie lin�eaire
grâce �a certaines techniques de g�en�eration batteur (cf. e.g. Dalrymple [17]).

Une r�esolution analytique fr�equentielle a ensuite �et�e d�evelopp�ee par F. Bonnefoy, qui a aussi
travaill�e sur les mouvements batteur dans SWEET, et tout sp�ecialement �a la correction impos�ee
a�n de supprimer les ondes libres. Cette solution analytique nous a permis de valider en d�etails
les r�esultats fournis par le code. La �gure 8 illustre cette comparaison, en houle r�eguli�ere oblique
obtenue par m�ethode de Dalrymple [17], sur les �el�evations de surface libre totale et second-ordre
seul fournies par le code �a celles calcul�ees analytiquement. On obtient un tr�es bon accord, ce
que vient con�rmer l'eÆcacit�e remarquable de la suppression des ondes libres dans le code
(�gure 9 �a comparer �a la �gure 8) grâce �a une correction du mouvement batteur issue d'un
calcul analytique [18]. Le fait de pouvoir ainsi �eliminer une partie de la houle g�en�er�ee, a priori



Fig. 8: D�eform�ee de surface libre second-ordre et totale, en houle oblique de
Dalrymple {haut : code SWEET, {bas : analytique

ins�eparable du reste dans le domaine temporel tend �a renforcer la con�ance que l'on a acquise
dans cet outil.

On dispose donc �a l'heure ac-

Fig. 9: D�eform�ee de surface libre au second-ordre avec correc-
tion du mouvement batteur pour supprimer les ondes libres (code
SWEET).

tuelle d'un bassin de houle num�e-
rique largement valid�e en compa-
raison �a la th�eorie fr�equentielle,
et dont les possibilit�es sp�eci�que-
ment temporelles sont encore �a
explorer. Le but �a terme est de
b�en�e�cier d'un tel outil num�erique
complet, pratique, et rapide, vou�e
�a la simulation du bassin r�eel per-
mettant entre autres d'e�ectuer
une pr�e-calibration pr�ecise de la
houle par exemple. L'�etude de l'�e-
volution temporelle de la zone uti-
le sera ainsi une aide appr�eciable
lors de la pr�eparation des cam-
pagnes exp�erimentales,... De mê-
me, les e�ets transitoires (ondes longues li�ees au front d'onde par exemple) seront quali��es pour
viser �a les supprimer, peut-être en adaptant l�a-encore la commande batteur pour tenter de les
absorber quand elles reviennent. Quoi qu'il arrive, ce code apportera son aide �a la compr�ehension
et �a la pr�eparation de campagnes exp�erimentales dans le tr�es r�ecent bassin de houle de l'�Ecole
Centrale de Nantes.



CONCLUSION

Tant dans son noyau que dans ses extensions �a la g�en�eration de houle, le mod�ele spectral
pr�esent�e ici a prouv�e ses capacit�es �a simuler avec �abilit�e des ondes de gravit�e en bassin pa-
rall�el�epip�edique. Des pr�ecautions quant �a sa mise en oeuvre num�erique doivent être conserv�ee
�a l'esprit, mais les r�esultats obtenus sont �ables et pr�ecis. Des cas de cuves en mouvement ont
�et�e men�es, notamment en eau peu profonde, et montrent une bonne stabilit�e tant qu'on n'est
pas trop proche du d�eferlement local.

Cette technique spectrale pr�esentant l'avantage certain d'être continue �a travers la surface
libre g�en�er�ee, elle constitue l'outil id�eal pour e�ectuer �a moindre coût des simulations de houle
di�ractant sur des structures ; des exemples en ont �et�e montr�es. Des �etats de mer non-lin�eaires
tri-dimensionnels seront simul�es, permettant d'aborder la mod�elisation �ne d'�ev�enements di-
mensionnants pour les structures en mer. L�a encore, le mod�ele spectral sera exploit�e comme
mod�ele de houle incidente dans le cadre de couplages, notamment avec une mod�elisation du
champ di�ract�e en 
uide visqueux ; mais aussi pour l'�etude de la cin�ematique de la houle tridi-
mensionnelle sous des crêtes de forte amplitude.

En�n, son d�eveloppement le plus r�ecent, le bassin de houle au second-ordre doit continuer
�a être explor�e puis exploit�e plus exhaustivement. Des simulations de houle plus complexes
seront men�ees et des �etudes quantitatives de ph�enom�enes propres aux bassins de houle (front
d'ondes, r�e
exions, ondes libres, ondes li�ees, etc.) seront men�ees, notamment en vue d'am�eliorer
l'utilisation exp�erimentale de notre bassin r�eel.

On se doit ici de rappeler que cette m�ethode, est une m�ethode 
uide parfait, dont on attend
qu'elle soit utilisable facilement et intensivement, que ce soit pour l'�etude de la g�en�eration de
houle en bassin ou pour des calculs o�shore. On en attend un outil appliqu�e, et dont la pr�ecision
est garantie par la m�ethode, plutôt qu'un outil prospectif de recherche qui ne serait utilisable
pratiquement qu'�a moyen terme.

Ce mod�ele ne se pr�evaut pas pour autant d'être un outil complet �a lui seul, par contre il
nous parâ�t être un tr�es bon compromis attractif dans au moins deux cas : celui d'un couplage
2D/3D dans le cas de la di�raction de houle sur un corps, et celui de la reproduction d'un
bassin de houle tri-dimensionnel. Cette technique est bien sûr limit�ee par la contrainte de non-
d�eferlement, mais elle est a priori plus pr�ecise, dans ses limites, que toute autre m�ethode prenant
en compte cet e�et. Son extension �a la r�esolution d'un bassin tri-dimensionnel compl�etement
non-lin�eaire ne parâ�t en revanche pas ais�ee.

Finalement, un `changement de noyau' pourrait aussi être explor�e, a�n de nous int�eresser �a
bassin cylindrique ou annulaire, dans lequel la solution serait d�evelopp�ee sur une base orthogo-
nale adapt�ee constitu�ee de fonctions de Bessel.
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