


I-INTRODUCTION

L’ état de l’art pour l’estimation des efforts et des ´elévations de surface libre au voisinage des
structures marines consiste `a mettre en œuvre des mod`eles relevant de l’approche fr´equentielle
au deuxième ordre. Pour des formes simples telles que des cylindres verticaux pos´es au fond, des
formulations semi-analytiques ont ´eté développées (Eatock-Taylor & Huang [3] ), et r´ecemment
étendues `a des groupes de cylindres (Malenica et al [10]). En revanche, pour des structures de
géométrie réaliste, le calcul des quantit´es du second ordre reste une tˆache délicate, nécessitant
en particulier le calcul d’int´egrales `a convergence lente sur la surface libre (Chen & Molin [1]).

La simulation temporelle du probl`eme de diffraction au second ordre repr´esente une alter-
native intéressante sous bien des aspects. En particulier, cette approche permet de simuler di-
rectement l’interaction d’un syst`eme de vagues complexe avec une structure, `a partir du mo-
ment où l’on dispose d’une repr´esentation explicite au second ordre du champ incident. A
terme, avec des temps de calcul suffisamment r´eduits, des simulations de longue dur´ee sur houle
irrégulière donneront directement acc`es aux param`etres de design, tels qu’efforts et runup max-
ima, moyennes, etc..., en appliquant l’analyse statistique classique comme cela est fait au cours
du post-traitement d’enregistrements exp´erimentaux. La mod´elisation temporelle permettant de
prendre en compte des conditions de surface libre quelconques, on peut ´egalement envisager
par exemple la prise en compte de mouvements de d´erive lente de grande amplitude, ce qui est
difficilement envisageable dans une approche fr´equentielle.

Des solutions temporelles au second ordre du probl`eme de diffraction ont ´eté présentées par
Isaacson & Cheung [6], et plus r´ecemment par Skourupet al [12], et Kim et al [7]. Les résultats
présentés ne concernent cependant que des g´eométries simples tels que des cylindres verticaux.
Il apparaˆıt que l’extension de ces mod`elesà des g´eométries plus complexes est limit´ee non
seulement par les ressources informatiques n´ecessaires `a ce type de calcul, mais aussi et surtout
au problème de la d´etermination pr´ecise et fiable des gradients de la solution du premier ordre
sur un maillage de surface libre arbitraire.

A cet effet, nous avons mis en œuvre des techniques d’interpolation de haut degr´e basés sur
des panneaux de splines (Le M´ehauté [9]). Une combinaison optimale de tels sch´emas a ´eté mise
au point et valid´ee par comparaison avec les d´erivées analytiques de la solution du probl`eme de
diffraction au premier ordre. Notre mod`ele de simulation de la diffraction au deuxi`eme ordre,
Xwave1+2,a ensuite ´eté appliqué sur un ou plusieurs cylindres verticaux soumis `a une houle
régulière (Ferrant & Pelletier [5] ). Sur ces cas, la validation du mod`ele complet a ´eté effectuée
sur l’élévation de surface libre au deuxi`eme ordre sur le pourtour de flottaison de la structure
(runup), qui est la quantit´e la plus sensible sur la quelle ce type de comparaison puisse ˆetre
effectuée.

Le modèle étant fiabilisé dans le cas de la diffraction sur houle r´egulière, nous abordons
dans cet article la simulation de la diffraction au deuxi`eme ordre sur houle complexe. Des
résultats en houle bichromatique sur un ou plusieurs cylindres sont pr´esentés et comment´es. Le
comportement du mod`ele est satisfaisant. En particulier, des simulations de longue dur´ee sont
effectuées sans probl`eme de d´erive ou de r´eflexion parasite sur les bords du domaine, ce qui
permet d’envisager sans probl`eme majeur la prise en compte de houles incidentes de spectre
quelconque dans ce type de calcul.



II-MODÈLE NUMÉRIQUE

1-Formulation math́ematique

Le domaine fluide tridimensionnel(D) est limité par une surface libreF et un ensemble de
frontièresSi. Celles-ci correspondent `a la surface mouill´ee du corps ´etudié, au fond du domaine
ainsi qu’à la paroi verticale ext´erieure.

Il est noté que par la suite toutes les grandeurs utilis´ees seront adimensionnalis´ees en prenant
L une longueur caract´eristique du probl`eme, etg, l’accélération de la pesanteur, respectivement
comme longueur et acc´elération de r´eférence.

On se place dans la th´eorie des ´ecoulements potentiel de fluides parfaits `a surface libre. Le
potentiel des vitesses�(x; y; z; t) satisfait donc l’équation de Laplace en tout pointM(x; y; z)
du fluide :

��(M; t) = 0 8M 2 (D) (1)

Deux conditions aux limites sont appliqu´ees sur la surface libre :
La condition dynamique provenant de l’´equation de Bernoulli :
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La condition cinématique :
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Sur les parois une condition de Neumann est appliqu´ee :
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où
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V est la vitesse locale sur la fronti`ere donc
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Suivant les hypoth`eses classiques des ´ecoulements de faible amplitude, la solution peut ˆetre
développée en s´erie d’un petit param`etre de perturbation�, identifié à la cambrure de la houle.
Le développement ´etant poursuivi jusqu’au second ordre, le potentiel des vitesses et l’´elévation
de surface libre sont exprim´es sous la forme :

� = ��(1) + �2�(2) +O("3) (6)

� = ��(1) + �2�(2) +O("3) (7)

En séparant le champ incident connu,�i(M; t) et le champ diffract´e inconnu,�d(M; t), une
formulation du probl`eme aux limites pour le champ diffract´e est obtenu pour chacun des deux
ordres. Ainsi les expressions des conditions de surface libre deviennent :
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avec les termes de forc¸age définis par :
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La mise en place de termes d’amortissement dans les conditions de surface libre (2), (3), permet
d’éviter la réflexion des ondes sur le bord externe du domaine. L’intensit´e de l’amortissement
est gérée par la fonction d’espace�(R) :

�(R) = 0 pourR < Rabs (13)
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typiquementRmax�Rabs est de l’ordre de grandeur de la longueur d’onde du premier ordre de
la houle incidente.
Les conditions initiales imposent, le fluide ´etant au repos `a t = 0 :
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Sur le corps :
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�(t) est une fonction rampe passant de0 a 1 sur un intervalle de temps impos´e par les car-
actéristiques du champ incident. La mise en place de cette rampe permet d’´eviter l’apparition
d’ondes courtes qui r´esulteraient de l’imposition brutale des conditions aux limites sur le corps,
pour le champ diffract´e.

Le problème aux limites sur les diff´erentes fronti`eres du domaine ´etant correctement pos´e,
l’application de la formule de Green au potentiel des vitesses et `a la fonction de Green du
milieu infini (sources de Rankine)G(M;M 0) = �1=4�MM 0, conduità l’équation intégrale du
problème, pour�d :
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où
(M) représente l’angle solide au point M consid´eré.

La procédure globale de r´esolution de�d et de�d repose sur la d´etermination de ces variables

à l’instantt et surF , à partir du précédent pas de temps (cf 8, 9),
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sur la paroi mat´erielle à t. L’ équation intégrale permet d’obtenir alors
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autres frontières.



2-Méthode nuḿerique

La résolution num´erique du probl`eme aux limites est effectu´ee par une m´ethode d’éléments
frontières.
Les frontières du domaine sont discr´etisées en panneaux triangulaires isoparam´etriques. La vari-
ation de la solution sur chaque facette est suppos´ee linéaire. Ce sch´ema de discr´etisation conduit
à un syst`eme linéaire, qui est assembl´e à partir des coefficients d’influence des distributions de
sources et de doublets normaux. La g´eométrie du domaine ´etant invariante dans le temps, cet
ensemble de coefficients est donc calcul´e de mani`ere unique au d´ebut de la simulation.

Les conditions de surface libre formul´ees comme des ´equations différentielles ordinaires
pour�d et �d, sont intégrées selon la variable temporelle `a l’aide d’un sch´ema de Runge-Kutta
du4�eme ordre. Quatre solutions du probl`eme aux limites sont donc n´ecessaires par pas de temps.
Dans ces ´equations (8), (9), apparaissent les d´erivées spatiales des variables potentiel et ´elévation
de surface libre. Dans notre sch´ema de discr´etisation, les gradients de� et� ne sont pas d´efinis
aux nœuds. Il est donc n´ecessaire , apr`es résolution du probl`eme aux limites, de mettre en œuvre
une méthode d’interpolation donnant acc`esà ces d´erivées spatiales. Ainsi pour leur calcul, deux
méthodes (d´ecrites par Le M´ehauté [9]) présentant une bonne adaptabilit´e au nombre de points
voisins (Pi; i = 1; n) et indépendantes de la g´eométrie du maillage ont ´eté retenues, selon la
position du pointP0 où la dérivée est n´ecessaire :

– la méthode des splines pseudo-polynˆomiales d’ordre 3, pour les points situ´esà l’intersec-
tion de la surface libre et du corps :
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les polynômes définis par :Pm�1(t) = �n+1 + �n+2x+ �n+3y + : : :+ �n+m(n+1)=2y
m�1

ici, (n+ 7) coefficients sont n´ecessaires

– la méthode spline dite de type plaque mince pour le reste des points de la surface libre,
qui s’appuie sur seulement(n+ 3) coefficients :
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avect = (x; y) ; ti = (xi; yi) les points voisins
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La résolution des petits syst`emes ainsi form´es est effectu´ee par une m´ethode de Gauss. Les
dérivées enP0 sont obtenues par d´erivation directe des splines�3(t) ou�(t).
L’utilisation de cette m´ethode pr´esente l’avantage de pouvoir choisir une surface libre de g´eo-
métrie quelconque et donc d’´etendre le domaine d’application `a l’étude de la diffraction sur des
corpsà géométrie complexe.

3-Calcul des efforts

La pression sur le corps est donn´ee par l’équation de Bernoulli :
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Les forces s’exerc¸ant sur le corps peuvent ˆetre calculées en int´egrant la pression sur la surface
du corps immerg´eeSc. Le vecteur correspondant est donc :

�!
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où�!n est le vecteur normal�!n = (nx; nxy; nz)
En développant la pression (20) selon le petit param`etre� jusqu’au second ordre, une fois les
termes regroup´es suivant chaque ordre, il r´esulte :

– pour les efforts au premier ordre :
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– et pour le second ordre :
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où Sc0 correspond `a la surface immerg´ee du corps sous le niveau de la surface libre au repos,
et!0 représente le contour de flottaison au repos. Les premier et second termes de la premi`ere
intégrale de (23) sont respectivement dus aux potentiels du second ordre et du premier ordre.
Tandis que la seconde int´egrale est l’intégrale de ligne de la pression sur le contour de flottaison
du corps.

4-Sṕecification de la houle incidente

Une houle irrégulière formée den ondes différentes de pulsation!k;k=1;n est consid´erée. Le
système comportantn composantes, au premier ordre d’approximation il s’agit d’une simple
superposition de houles ´elémentaires d’Airy :
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où il est pratique de d´efinir, pour une onde de pulsation!i et de nombre de d’ondeki se
propageant suivant l’axex du plan horizontal :

 i = kix� !it, au pointM(x; y; z)

Par contre au second ordre la sp´ecification du champ incident devient consid´erablement plus
complexe que dans le cas d’un mode monochromatique car, apr`es les premiers termes repr´e-
sentant l’intéraction de chaque onde avec elle-mˆeme, apparaissent les int´eractions crois´ees en
mode somme et mode diff´erence. Dans [2], par exemple, la formulation de l’int´eraction de
deux ondes au second ordre est d´ecrite, pour une profondeur d’eau finie. Ainsi pour une houle
unidirectionnelle g´enéraliséeà n composantes les formulations de l’´elévation de surface libre



et du potentiel sont mis sous la forme d’une somme de2 composantes (correspondant au mode
somme et au mode diff´erence) :
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où apparaissent
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Afin d’assurer la coincidence entre le niveau de la surface libre au repos et son niveau moyen,
un terme�2 proportionnelà t est ajouté au potentiel incident du second ordre :
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III-SIMULATION DE LA DIFFRACTION AU SECOND ORDRE

1-houle monochromatique

un cylindre

Nous présentons tout d’abord des r´esultats portant sur la diffraction d’une houle incidente
monochromatique par un cylindre vertical reposant sur le fond horizontal du domaine situ´e
à une profondeurh de la surface libre au repos. Ce cas simple permet la validation de notre
modèle temporel vis-`a-vis de résultats de r´eférence issus d’une approche fr´equentielle. Les car-
actéristiques de cette premi`ere configuration sonta=h = 0:361 pour le rayon du cylindre, et
ka = 0:374, k étant le nombre d’onde de la houle. Pour cette premi`ere simulation,200 pas de
temps par p´eriode du signal premier ordre ont ´eté utilisés.



La figure 1 présente l’allure du maximum de l’´elévation de surface libre obtenue sur le
pourtour du cylindre confront´e aux résultats fournis par une formulation semi-analytique du
problème (Malenica, Eatock-Taylor et Huang [10]). Les effets du second ordre seul pr´esentent
donc un bon accord, avec une l´egère déviation observ´ee sur le devant du cylindre en� = 0. Les
résultats du premier ordre ne sont pas pr´esentés mais sont indiscernables de ceux de la formu-
lation analytique lin´eaire.
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FIG. 1. Runup second-ordre sur un cylin-
dre vertical a=h = 0:361 ; k0h = 1:036.
trait plein : Malenica et al (communi-
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FIG. 2. Runup premier et second-ordre
sur un cylindre vertical a=h = 1: ; k0h =
1:. symboles : Ferrant et al [4] ; trait plein :
Présente M´ethode

Ainsi les résultats concernant l’´elévation totale sont en tr`es bon accord avec les r´esultats
obtenus dans le domaine fr´equentiel [4], comme le montre l’´elévation totale maximale sur le
cylindre (adimensionnalis´ee par l’amplitudeA) pour un autre cas,ka = 1, A=h = 0:15 et un
cylindrea=h = 1 (figure 2).

Une fois la validation de l’´elévation de surface libre effectu´ee, il est possible de calculer
facilement, par exemple, les efforts s’exercant sur le corps. La figure 3 pr´esente les efforts
adimensionnalis´es par�a2A, associ´esà la simulationka = 1, a=h = 1, pour une cambrure de
houle de10%.
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FIG. 3. Efforts 1er et 2nd ordre sur le cylindre a=h = 1:, k0h = 1:

4 cylindres

Une configuration de 4 cylindres reposant sur le fond est choisie, respectanta=h = 1=3 et
un espacement ded=h = 2: en interaction avec une houle monochromatique de caract´eristiques



k0=h = 1:036. L’ écoulement pr´esentant une sym´etrie par rapport au plan(x0z), le domaine
discrétisé est réduit à la moitié du domaine r´eel, ce qui permet une diminution cons´equente
du nombre de points n´ecessaires `a la simulation. Pour l’exemple ce cas particulier, le domaine
s’étendant jusqu’`aRmax=h = 14, avec la zone d’amortissement efficace `a partir deRabs=h =
7:5, engendre un maillage de17280 facettes pour9165 points sur une seule moiti´e du domaine.
La figure 4 donne le second harmonique du runup sur un des cylindres amont. Le calcul de cette
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FIG. 4. Runup second harmonique sur le cylindre ’amont’, a=h = 1=3, k0=h = 1:036,
d=h = 2:. trait plein : Malenica et al [10] ; symboles : Pr´esente M´ethode

quantité peutêtre consid´eré comme un test tr`es sévère pour un mod`ele de diffraction au second
ordre. Nos r´esultats sont compar´esà ceux obtenus `a l’aide de la formulation semi-analytique
de Malenicaet al [10]. Ce résultat est tr`es satisfaisant et constitue donc une validation de notre
modèle sur une structure de g´eometrie complexe, en houle r´egulière.

2-houle bichromatique

La houle incidente est maintenant compos´ee de 2 ondes (!i; ki) se propageant de facon uni-
directionnelle selon l’axe(0x), l’aspect sym´etrique de l’écoulement est donc conserv´e (les pul-
sations utilisées dans cette partie ’bichromatique’ seront toujours donn´ees en valeur adimen-
sionnalisées comme indiqu´e précédemment sauf pour le cas particulier ISSC). Pour les simula-
tions de houle bichromatique (et par-l`a multi-chromatique) le maillage doit ˆetre suffisammant
raffiné pour résoudre le probl`eme des ondes les plus courtes et la dimension globale du do-
maine doit permettre la propagation des ondes les plus longues. Ces derni`eres sont donc les
composantes du mode diff´erence, tandis que les ondes haute fr´equence proviennent du mode
somme. La discr´etisation temporelle est de la mˆeme fac¸on déterminée en fonction des p´eriodes
des ondes les plus courtes (en prenant cette fois100 pas de temps par p´eriode).

La première simulation concerne la difraction d’une houle bichromatique de composantes
!1 = 2:19 et !2 = 2:68 et d’amplitudesA1=h = A2=h = 0:0625, sur un cylindre pos´e sur
le fond de rayona=h = 1=4. La figure 5 montre l’´elévation de surface libre sur le cylindre
au premier ordre et au second ordre. Le signal apparaˆıt comme bien ´etabli sur ces7 premières
périodesT aussi bien au premier ordre qu’au second ordre, o`u T = 2�=(!2�!1) est la période
de la composante du mode diff´erence!2 � !1. Les ondes les plus longues sont bien absorb´ees
par la nappe absorbante active `a partir deRabs = 8, la cuve ayant un rayon deRmax = 17.
L’allure de la déformée de surface libre `a un instantt pour lequel l’élévation est maximum sur
le devant du cylindre, est pr´esentée sur la figure 6, les champs incident et diffract´e y sont donc
visibles.
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FIG. 6. Elévation de surface libre instantanée, a=h = 1=4, !1 = 2:19 et !2 = 2:68, A1=h =
A2=h = 0:0625

La présentation classique des r´esultats des mod`eles fréquentiels dans lesquels les modes
somme et différence sont obtenus s´eparément, ne permet malheureusement pas une comparai-
son directe avec une analyse temporelle de la diffraction au second ordre, donnant la solution
complète au second ordre.
La difficulté d’une exploitation classique de la transform´ee de Fourier, r´eside dans le fait que les
hautes fréquences du signal ´etant assez proches les unes des autres, le spectre obtenu ne permet
pas une s´eparation satisfaisante des raies correspondant `a chacune de ces fr´equences, et donc
une lecture correcte des amplitudes, par exemple. Il est envisag´e d’appliquer par la suite une
méthode adapt´eeà des signaux dont le contenu spectral est connu a priori (Kim & Sclavounos
[8]).

La seconde simulation pr´esentée sur cylindre seul correspond `a une configuration houle-
structure ayant fait l’objet d’une campagne exp´eriementale, dans le cadre d’une ´etude compar-
ative ISSC men´ee par Nielsen [11]. Le champ de vagues incident utilis´e pour les essais n’est
pas correctement retrouv´e par la formulation second ordre utilis´ee dans cet article, la figure 7
présente cependant les r´esultats obtenus pour les composantes premier ordre et second ordre
de l’élévation de surface libre totale (cumul de l’incident et du diffract´e) sur un intervalle de
temps compris entre 275s et 350s. Les caract´eristiques de la houle sont, toujours en grandeurs
dimensionn´ees,T1 = 9s, A1 = 3:95m et T2 = 12s, A2 = 7:025 et celles du cylindre : rayon
a = 8m pour un tirant d’eau de24m placé dans une profondeur d’eauh = 489m.

Enfin, l’étude de la diffraction d’une houle bichromatique sur une configuration de quatre
cylindres pos´es sur le fond du domaine fait l’objet des derniers r´esultats pr´esentés. Les cylin-



280 290 300 310 320 330 340 350
t (s)

-15

-10

-5

0

5

10

15

20 total
ordre 1
ordre 2

�
(m
)

FIG. 7. Allure des différentes composantes du runup, caractéristiques de houle et du cylin-
dre seul du cas ISSC

dres de rayona=h = 1=3 sont placés aux coins d’un carr´e de côtéd=h = 1. La houle incidente
est uni-directionnelle se propageant selon l’axe(Ox), de composantes!1 = 0:762 et!2 = 1:2
et d’amplitudesA1=h = A2=h = 0:07. Les évolutions temporelles de l’´elévation de surface
libre diffractée au premier et au second ordre, sur le devant des cylindres ’amont’ et ’aval’ sont
présentées respectivement sur les graphes 8 et 9, o`uT reste la p´eriode de la composante du mode
diff érence!2 � !1. Le second ordre diffract´e apparaˆıt plus important sur le devant du cylindre
’aval’ (figure 9) (qui se situe donc derri`ere le cylindre situ´e en amont dans l’´ecoulement) que
pour ce dernier pour lequel le premier ordre diffract´e reste sup´erieurà la composante second
ordre.
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FIG. 8. Allure des différentes composantes du runup sur un des cylindres amont, a=h =
1=3, d=h = 1, !1 = 0:762, !2 = 1:2, A1=h = A2=h = 0:07.
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FIG. 9. Allure des différentes composantes du runup sur un des cylindres aval, a=h = 1=3,
d=h = 1, !1 = 0:762, !2 = 1:2, A1=h = A2=h = 0:07.

La figure 10 illustre l’allure de la d´eformée de surface libre diffract´ee (comprenant le cumul
des premier et second ordres) `a un instant donn´e proche de l’instant pour lequel l’´elévation
diffractée maximum sur le cylindre amont est atteinte.
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FIG. 10. Allure de l’élévation de surface libre diffractée , a=h = 1=3, d=h = 1, !1 = 0:762,
!2 = 1:2, A1=h = A2=h = 0:07.

IV-CONCLUSION

Notre modèle de simulation temporelle de la diffraction au second ordre a ´eté validé sur
des critères s´evères pour le cas de la diffraction de houle monochromatique sur un et plusieurs
cylindres. Le d´eveloppement de l’´etudeà des cas de houles bichromatiques a ´eté mis en place,
et donne des r´esultats satisfaisants, et encourageants quant `a la future prise en compte d’un
champ incident multichromatique. Une m´ethode de s´eparation pr´ecise de chaque composante
fréquentielle du signal calcul´e està l’étude. Enfin, une m´ethode d’absorption dynamique par
la paroi extérieure de la cuve pourrait se r´evéler efficace pour limiter la r´eflexion des ondes
longues et ainsi pouvoir diminuer la taille du domaine d’´etude, ce qui limiterait les ressources
informatiques n´ecessaires `a la simulation d’un signal de houle dont le spectre en fr´equence est
relativement ´etalé.
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