


1 - Introduction

La solution du probl�eme de di�raction-radiation d'un corps ottant anim�e d'une vitesse d'avance

est d'une importance majeure dans la pratique, notamment pour les navires rapides, pour la

maitrise du comportement dynamique du navire et le calcul des e�orts exerc�es par la houle.

Ce probl�eme de la tenue �a la mer avec vitesse d'avance a donc �et�e l'objet de nombreuses

�etudes th�eoriques et de d�eveloppements num�eriques. La m�ethode des tranches d�evelopp�ee par

Korvin-Kroukowsky (1955) est le premier mod�ele num�erique fond�e sur une approximation bi-

dimensionnelle de l'�ecoulement exploitant l'�elancement des navires conventionnels (Salvesen,

Tuck et Faltinsen 1970). Depuis, des e�orts importants ont �et�e consacr�es au d�eveloppement des

mod�eles tri-dimensionnels qui sont fort semblables et tous fond�es sur la m�ethode des singularit�es

utilisant la fonction de Green associ�ee �a la condition de surface libre lin�earis�ee (Chang 1977,

Gu�evel et Bougis 1982, Inglis et Price 1982, Wu et Eatock Taylor 1989, Iwashita et Ohkusu 1992

et Ba et Guilbaud 1995). Or, ces m�ethodes de singularit�es sou�rent de di�cult�es fondamentales

associ�ees �a l'�evaluation num�erique de la fonction de Green et de ses d�eriv�ees, et �a l'int�egration de

ces fonctions sur des facettes et le long des segments de ligne de ottaison. Les travaux r�ecents

r�ealis�es par Chen (2000) d�emontrent que la fonction de Green est extrêmement oscillatoire quand

le point inuenc�e se situe pr�es de la demi-droite en aval du point source (point inuen�cant). Elle

devient singuli�ere lorsque le point source touche la surface libre. Ces di�cult�es notoires con-

stituent une v�eritable pierre d'achoppement qui a empêch�e le d�eveloppement d'une m�ethode des

singularit�es �able et pratique. Le nombre tr�es faible, reconnu insu�sant, de facettes employ�ees

et la grande dispersion des r�esultats obtenus par les di��erents auteurs illustrent les di�cult�es

num�eriques rencontr�ees dans ces m�ethodes des singularit�es classiques.

Une autre m�ethode de r�esolution du probl�eme de la tenue �a la mer formul�ee r�ecemment

par Noblesse, Chen et Yang (1995-1999) adopte l'approche classique de Kochin (1937, 1940)

qui consiste �a consid�erer l'�ecoulement g�en�er�e par une distribution de singularit�es. Ainsi, la

fonction de Green n'est pas explicitement �evalu�ee dans cette m�ethode dite de Fourier-Kochin,

et les di�cult�es associ�ees �a la singularit�e complexe de cette fonction et de ses d�eriv�ees sont donc

�evit�ees. Si cette m�ethode a eu des succ�es dans le prolongement lointain d'un �ecoulement proche

(Noblesse, Yang, L�ohner et Hendrix 1998), la mise en oeuvre de cette m�ethode en utilisant la

repr�esentation de la car�ene et la ligne de ottaison par des facettes et des segments n'a pas encore

�et�e faite �a cause du temps de calcul excessif dans l'�evaluation des coe�cients d'inuence. A�n de

r�eduire le temps d'ex�ecution, une nouvelle m�ethode fond�ee sur les nouvelles formulations de la

fonction de Green (Chen, 1999) et la repr�esentation de la car�ene par des panneaux quadratiques

a �et�e r�ecemment d�evelopp�ee par Chen, Diebold et Doutreleau (2000). Cette nouvelle m�ethode de

fonction de Green fournit des r�esultats tr�es prometteurs. Au cours du d�eveloppement num�erique

d'une telle m�ethode, un �el�ement important consiste �a confronter des r�esultats venant d'une

approche ind�ependante. Les r�esultats de benchmark obtenus par une m�ethode analytique ou

semi-analytique sont �a ce titre les plus facilement exploitables. En e�et, les solutions semi-

analytiques de Wu (1995) ont �et�e extrêmment utiles pendant le d�eveloppement de la m�ethode

de fonction de Green. Cependant, seuls les r�esutats semi-analytiques pour une sph�ere immerg�ee

sont disponibles. La constitution d'une base de r�esultats de benchmark pour un corps ottant

est donc le premier objectif de la pr�esente �etude.

Une solution analytique ou semi-analytique du probl�eme de di�raction-radiation avec vitesse

d'avance pr�esente, �a elle seule, des int�erêts d'ordres th�eorique et pratique. Elle permet de con-

naitre la nature de la solution d'une fa�con plus profonde puisqu'elle est exprim�ee sous une forme

math�ematique dont l'analyse est possible. Dissoci�ee des di�cult�es num�eriques pr�esentes dans

les mod�eles num�eriques, elle donne des r�esultats dont la convergence et la stabilit�e sont assur�ees.

Les extensions de r�esolution des probl�emes de la tenue �a la mer sont aussi possibles en exploitant

cette solution semi-analytique. Nous pensons tout particuli�erement �a l'�etude de l'inuence du

potentiel stationnaire sur la condition de surface libre. Nous citons aussi la perspective du

d�eveloppement d'une m�ethode de couplage entre une solution prenant en compte des e�ets non



lin�eaires ou/et visqueux dans un domaine proche du corps limit�e par une surface de contrôle, et

une solution potentielle/lin�eaire semi-analytique dans le domaine ext�erieur �a partir de la surface

de contrôle.

Dans cet article, nous pr�esentons une m�ethode semi-analytique de r�esolution du probl�eme

de Neumann-Kelvin pour une demi-sph�ere. Nous avons choisi le cas de Neumann-Kelvin pour

les raisons suivantes. Tout d'abord, ce probl�eme se pr�esente sous une forme plus simple que celle

du probl�eme de la tenue �a la mer. Toutefois les di�cult�es th�eoriques de ces deux probl�emes, li�ees

au comportement singulier et hautement oscillatoire de leur fonction de Green, sont semblables

(Chen, 2000). La pr�esente m�ethode sera donc g�en�eralisable au cas de la tenue �a la mer pour la

demi-sph�ere. En�n, nous pourrons comparer facilement nos r�esultats avec ceux obtenus par les

nombreux codes de Neumann-Kelvin existant.

Le probl�eme �a r�esoudre est pr�esent�e dans la deuxi�eme section et les grandes lignes de

la m�ethode de r�esolution le sont dans la troisi�eme. La quatri�eme section pr�esente en d�etails la

transformation des �equations int�egrales, via la d�ecomposition du potentiel en s�erie de fonctions de

Legendre et l'adoption d'une m�ethode de Galerkin, en un syst�eme lin�eaire �a r�esoudre. Ce dernier

a pour solution les coe�cients de la s�erie. Les cinqui�eme et sixi�eme sections sont consacr�ees aux

calculs des coe�cients du syst�eme. Elles correspondent respectivement aux e�ets de surface libre

et aux singularit�es de type Rankine suivant en cela la d�ecomposition de la fonction de Green de

Neumann-Kelvin. N'ayant pas encore de r�esultats d�e�nitifs. nous nous contenterons de donner

des r�esultats relatifs aux fonctions de spectre.

2 - Formulation du probl�eme

Nous consid�erons l'�ecoulement autour d'une demi-sph�ere ottante dont le rayon est r0, anim�ee

d'une vitesse d'avance U . Nous d�e�nissons un syst�eme de coordonn�ees Cart�esiennes (O; x; y; z) et

un syst�eme de coordonn�ees sph�eriques (O; r; �; �). Ces deux syst�emes de coordonn�ees pr�esent�es

sur la �gure 1 sont associ�es par la relation suivante

x = r sin � cos � ; y = r sin � sin� ; z = �r cos � (1)

pour 0 � � � �=2 and 0 � � � 2�.
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Figure 1: D�e�nition des syst�emes de coordonn�ees

En admettant les hypoth�eses de uide parfait, d'�ecoulement irrotationnel et de faibles per-

turbations, nous pouvons repr�esenter l'�ecoulement autour du corps par le potentiel de vitesse

�(x; y; z) qui s'�ecrit sous la forme suivante :

� = U(�� x): (2)



Le potentiel stationnaire � satisfait l'�equation de Laplace dans le domaine uide et une condition

de radiation �a l'in�ni. Ce potentiel stationnaire (dit de Neumann-Kelvin) satisfait

�z + (U2=g)�xx = 0 et �n = n1 (3)

sur la surface libre (z=0) et sur la car�ene SH . Dans (3), g est l'acc�el�eration gravitaire et �z;n;xx
d�esignent respectivement les d�eriv�ees premi�eres de � par rapport �a z et n, et la d�eriv�ee seconde

de � par rapport �a x. La normale n = (n1; n2; n3) sur SH est d�e�nie positive vers le uide.

3 - M�ethode

Avant d'entrer plus avant dans le d�etail des calculs, nous allons r�esumer bri�evement la d�emarche

adopt�ee. Pour cela, nous rappelons tout d'abord la m�ethode de Wu dans le cas de la sph�ere (�)

immerg�ee avec vitesse d'avance. Wu utilise une formulation source. Le potentiel des vitesses est

ainsi repr�esent�e par une distribution de sources �a la surface de la sph�ere (� =
RR
�
�GdS). Cette

distribution sur la sph�ere (�) est l'inconnue �a d�eterminer. Or toute fonction continue sur une

sph�ere peut être repr�esent�ee par une s�erie de fonctions de Legendre (Wu 1988) ;

� =

+1X
n=0

nX
m=0

Am

n P
m

n (cos �) cos(m�) (4)

o�u les Pm
m (.) sont les fonctions de Legendre associ�ees de premi�ere esp�ece donn�ees dans Abramowitz

et Stegun (1967). Les Pm
n (cos �) cos(m�) forment une base des fonctions continues sur la sph�ere.

Rechercher � revient donc �a calculer les coe�cients Am
n . D'autre part, les P

m
n (cos �) cos(m�)

constituent une famille de fonctions orthogonales. En e�et,

Z �

2

�
�

2

Z 2�

0

Pm

n (cos �) cos(m�)Pm0

n0 (cos �) cos(m0�) sin �d� d� = �nn0�mm0 ; (5)

o�u �ij est la fonction de Kronecker. A�n de tirer parti de cette orthogonalit�e pour le produit de

la distribution de sources et de la fonction de Green de Neumann-Kelvin (�G), cette derni�ere est

d�ecompos�ee en harmoniques sph�eriques sur et �a l'ext�erieur de la sph�ere (�). Ce d�eveloppement

est valide car chacun des termes de cette d�ecomposition satisfait les conditions de surface libre

et de Laplacien nul dans le milieu uide. Il est �a noter que le d�eveloppement de E(~x) (14) fait

apparaitre une s�erie de terme g�en�eral kn exp(�kh). L'immersion de la sph�ere (h > 0) assure

la convergence. Toutefois, cette m�ethode ne pourra être appliqu�ee dans notre cas (h = 0).

Nous y reviendrons. En�n pour calculer les coe�cients Am
n , la condition de glissement sur la

sph�ere est exploit�ee (nx = �n =
RR
�GndS). L'emploi implicite d'une m�ethode de Galerkin,

utilisant la propri�et�e d'orthogonalit�e des Pm
n (cos �) cos(m�), permet d'identi�er les termes des

membres de droite et de gauche. Dans le cas qui nous int�eresse, on ne peut d�evelopper (E(~x))

en harmoniques sph�eriques sous peine de faire apparaitre des int�egrales divergentes. Nous ne

d�evelopperons que la fonction inconnue de notre probl�eme �a l'aide des Pm
n (cos �) cos(m�) sur la

sph�ere. Cette inconnue sera le potentiel des vitesses car nous adopterons une formulation mixte.

Sinon les �equations int�egrales dont les coe�cients de la s�erie sont solution, seront aussi �etablies

en appliquant la m�ethode de Galerkin. Les coe�cients d'inuence seront �evalu�es par la m�ethode

de fonction de Green int�egr�ee d�evelopp�ee dans Chen et Noblesse (1998).

4 - Equations int�egrales

Le potentiel des vitesses en un point ~� de la sph�ere (SH) est solution d'une �equation int�egrale

qui peut être exprim�ee sous la forme suivante :

1

2
�(~�) + �(~�) =  (~�) (6)



o�u les potentiels  et � correspondent �a des distributions de sources et de dipoles normaux

a priori connues et inconnues sur la car�ene (SH) et la ligne de ottaison (W). Une fois ces

inconnues d�etermin�ees, le potentiel �(~�) en un point quelconque du uide peut être calcul�e par

la repr�esentation �(~�) =  (~�) � �(~�). Les potentiels de source et dipolaire ont pour expression

:

�(~�) =

ZZ
SH

�(~x)Gn(~�; ~x)dS(~x) + F 2

Z
W

f�(~x)Gx(~�; ~x)� [��c� + ��c�]G(~�; ~x)gtydl(~x) (7a)

 (~�) =

ZZ
SH

nx(~x)G(~�; ~x)dS(~x) + F 2

Z
W

nx(~x)cnG(~�; ~x)tydl(~x) (7b)

o�u F = U=(gL) d�esigne le nombre de Froude. La fonction de Green de Neumann-Kelvin G(~�; ~x),

pr�esente dans (7), repr�esente le potentiel des vitesses de l'�ecoulement g�en�er�e par une source

unitaire situ�ee au point ~x = (x; y; z) en un point ~� = (�; �; �). L'int�egrale de contour le long

de la ligne de ottaison (W), orient�ee dans le sens horaire, provient de l'int�egrale double sur la

surface libre par application du th�eor�eme de Stokes. Le vecteur ~t est le vecteur tangent �a cette

ligne de ottaison et dl(~x) en est l'�el�ement d'arc di��erentiel au point ~x. L'identit�e

�x = ��c� + ��c� + �ncn (8)

est aussi utilis�ee dans (7), avec

cn =
@r

@x
= cos� ; c� =

@�

@x
= 0 ; c� =

@�

@x
= �

sin�

r0

le long de la ligne de ottaison (W) (� = �=2). A la lumi�ere des travaux de Wu, le potentiel des

vitesses � sur la sph�ere est d�ecompos�e sous la forme d'une s�erie de fonctions de Legendre. Le

probl�eme �etant sym�etrique par rapport au plan (y = 0), le terme antisym�etrique est absent. On

peut donc �ecrire :

�(~�) =

1X
n=0

nX
m=0

Am

n P
m

n (cos ��) cos(m��) ; �� 2 [0;�=2]; �� 2 [0; 2�] (9)

o�u ~� = (�; �; �) = (r0 sin �� cos ��; r0 sin �� sin��;�r0 cos ��). En introduisant cette expression

(9) dans l'�equation int�egrale (6), on obtient :

1X
n=0

nX
m=0

Am

n

�1
2
Pm

n (cos ��) cos(m��) + Cm

n (~�) +Wm

n (~�)
�
= S(~�) (10)

avec

8>>>>><
>>>>>:

Cm
n (~�) =

ZZ
SH

Pm

n (cos �x) cos(m�x)Gn(~�; ~x)dS(~x)

Wm
n (~�) = F 2Pm

n (0)

Z
W

n
cos(m�x)Gx(~�; ~x) +m sin(m�x)c�G(~�; ~x)

o
tydl(~x)

S(~�) =

ZZ
SH

nxG(~�; ~x)dS(~x) + F 2

Z
W

nxcnG(~�; ~x)tydl(~x):

A ce stade, une m�ethode de Galerkin est utilis�ee a�n d'�etablir les �equations int�egrales dont

les coe�cients Am
n sont solutions. Cette m�ethode consiste �a multiplier (10) par chacune des

fonctions de base (P iN

j
) cos(iN�) (iN d�esigne l'indice i. A ne pas confondre avec le i complexe)

puis �a int�egrer sur la demi-sph�ere. Soit

1X
n=0

nX
m=0

Am

n (C
miN

nj
+WmiN

nj
) = SiN

j
(11)



avec

8>>>><
>>>>:

CmiN

nj
= CmiN

nj
(A) + CmiN

nj
(B)

CmiN
nj

(A) =
1

2

ZZ
SH

fPm

n (cos ��) cos(m��)gfP
iN
j
(cos ��) cos(iN��)gdS(~�)�

CmiN

nj
(B);WmiN

nj
; SiN

j

�
=

ZZ
SH

�
Cm

n (B)(~�);Wm

n (~�); S(~�)
�
fP iN

j
(cos ��) cos(iN��)gdS(~�):

Dans la pratique, la s�erie est tronqu�ee �a un ordre (N) su�samment �elev�e pour assurer la con-

vergence des calculs. Le syst�eme lin�eaire �a r�esoudre, qui compte ((N + 1)(N + 2)=2) �equations

et inconnues, est le suivant :

NX
n=0

nX
m=0

Am

n (C
miN
nj

+WmiN
nj

) = SiN
j
: (12)

Nous d�ecomposons alors les coe�cients (CmiN
nj

;WmiN
nj

; SiN
j
) suivant la forme adopt�ee pour la

fonction de Green de Neumann-Kelvin. Celle-ci peut s'�ecrire sous la forme suivante:

G(~�; ~x) = GS(~�; ~x) +GF (~�; ~x): (13)

Ici GS repr�esente la partie associ�ee aux sources de Rankine :

GS(~�; ~x) =
1

4�
(�

1

R
+

1

R0
)

o�u R, respectivement R', repr�esentent les distances entre le point d'observation ~� et la source ~x,

respectivement l'image ~x0 de ~x par rapport au plan z=0. La composante GF associ�ee aux e�ets

de surface libre peut être repr�esent�ee comme une superposition de solutions oscillatoires dans le

plan de Fourier (Noblesse et Chen 1995) :

GF (~x; ~�) = lim
"!0+

ZZ
(�;�)

E(~x)E�(~�)

D"(�; �)
d� d� (14)

avec

8<
:

E(~x) = exp[kz + i(�x+ �y)]

E�(~�) = exp[k� � i(�� + ��)]
D"(�; �) = 4�2[�k + (i" � F�)2]

o�u k =
p
�2 + �2 d�esigne le nombre d'onde. Cette d�ecomposition de la fonction de Green

nous am�ene �a s�eparer les coe�cients (CmiN
nj

;WmiN
nj

et SiN
j
) en une composante associ�ee aux

singularit�es de Rankine (�:) d'une part et en une composante associ�ee aux e�ets de surface libre

(~:) d'autre part :

CmiN

nj
(B) = �CmiN

nj
(B) + ~CmiN

nj
(B)

WmiN
nj

= �WmiN
nj

+ ~WmiN
nj

SiN
j

= �SmiN

nj
+ ~SmiN

nj

Nous pr�esentons plus en d�etails les calculs de ces coe�cients dans les deux sections qui suivent.

5 - M�ethode de fonction de Green int�egr�ee appliqu�ee aux e�ets de surface

libre

Nous utiliserons la m�ethode de la fonction de Green int�egr�ee pour le calcul des coe�cients
~CmiN

nj
(B), ~WmiN

nj
et ~SmiN

nj
. Rappelons bri�evement les di��erents avantages de cette m�ethode.

Tout d'abord la fonction de Green de Neumann-Kelvin est tr�es oscillatoire quand le point in-

uenc�e se trouve en aval du point inuen�cant. De plus, ce comportement oscillatoire devient



singulier quand les deux points touchent la surface libre (Euvrard, 1981). Même si ce com-

portement, dans notre cas particulier ou celui plus g�en�eral de la tenue �a la mer, est d�ecrit

de fa�con analytique dans (Chen 2000) cela ne nous aide pas davantage. En e�et, la fonction

de Green n'est pas directement utile dans les �equations int�egrales. Elle n'intervient que pour

repr�esenter l'�ecoulement g�en�er�e par les distributions de singularit�es r�eparties sur le corps et la

ligne de ottaison. La m�ethode de fonction de Green int�egr�ee, en permutant les int�egrales sur

le corps et dans le plan de Fourier, exprime pleinement cette notion d'�ecoulement g�en�er�e par

une distribution de singularit�es et a en outre l'avantage de faire disparaitre le caract�ere singulier

d�ecrit auparavant (Chen et Noblesse 1998). De plus, la g�eom�etrie particuli�erement simple de

la demi-sph�ere se prête de fa�con exemplaire �a cette m�ethode. Le d�eveloppement du potentiel

� en s�erie de fonctions de Legendre permet, en e�et, de b�en�e�cier d'une distribution r�eguli�ere

de singularit�es sur la demi-sph�ere et la ligne de ottaison. Cette r�egularit�e est tr�es importante

dans l'optique d'une r�esolution robuste et pr�ecise du probl�eme (Clarisse 1991). De plus, les ex-

pressions des fonctions de spectre seront simpli��ees grâce �a l'emploi des coordonn�ees sph�eriques

(cf 5-1).

Appliquons cette m�ethode aux termes ~CmiN

nj
(B), ~WmiN

nj
(B) et ~SmiN

nj
(B). On obtient les

expressions suivantes :

~CmiN
nj

(B) =

ZZ
(�;�)

S1(r0;�; �; iN; j)S2(r0;�; �;m;n)

D"(�; �)
d� d�
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(B) = F 2Pm

n (0)

ZZ
(�;�)

S1(r0;�; �; iN; j)S3(r0;�; �;m)

D"(�; �)
d� d�

~SmiN
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(B) =

ZZ
(�;�)

S1(r0;�; �; iN; j)
�
S4(r0;�; �) + F 2S5(r0;�; �)

�
D"(�; �)

d� d�

avec comme fonctions de spectre :

S1(r0;�; �; iN; j) =

ZZ
SH

E�(~�)P iN

j
(cos ��) cos(iN��)dS(~�)

S2(r0;�; �;m;n) =

ZZ
SH

E(~x)Pm

n (cos �x) cos(m�x)
n
i(� sin �x cos �x+� sin �x sin�x)�k cos �x

o
dS(~x)

S3(r0;�; �;m) =

Z
W

E(~x)
n
i� cos(m�x)�m sin(m�x)

sin�x

r0

o
tydl(~x)

S4(r0;�; �) =

ZZ
SH

E(~x)nx(~x)dS(~x)

S5(r0;�; �) =

Z
W

E(~x)nx(~x) cos �xtydl(~x):

5 - 1 Calcul des fonctions de spectre

Les expressions des fonctions de spectre donn�ees ci-dessus sont simpli��ees en utilisant le d�eve-

loppement de cos(z cos �) et sin(z cos�) �a l'aide des fonctions de Bessel (Abramowitz et Stegun

1967). On obtient la formule suivante :

Z 2�

0

cos(m�) exp(iz cos �)d� = 2�imJm(z):



Cette formule appliqu�ee au calcul de S1 nous donne :

S1(r0;�; �; iN; j) =

ZZ
SH

E�(~�)P iN
j
(cos ��) cos(iN��)dS(~�)

S1(r0;�; �; iN; j) = iiN(�1)iN(2�r20) cos(iN)
Z

��=�=2

��=0

P iN
j
(cos ��)e

�kr0 cos ��JiN(kr0 sin ��) sin(��)d��

S1(r0;�; �; iN; j) = iiN(�1)iN(2�r20)S1(r0;�; �; iN; j) ; S1 2 R

On proc�ede de même pour les autres fonctions de spectre. Toutefois les notations �etant fas-

tidieuses, nous avons regroup�e les expressions d�etaill�ees de fS2,...,S5g dans l'annexe. Nous

n'isolons ici que la partie imaginaire. On trouve les r�esultats suivants :

S1(r0;�; �; iN; j) = iiN(�1)iN(2�r20)S1(r0;�; �; iN; j) ; S1 2 R

S2(r0;�; �;m;n) = im(�r20)S2(r0;�; �;m;n) ; S2 2 R

S3(r0;�; �;m) = im+2�S3(r0;�; �;m) ; S3 2 R

S4(r0;�; �) = i�S4(r0;�; �) ; S4 2 R

S5(r0;�; �) = i�r0S5(r0;�; �) ; S5 2 R

Des r�esultats relatifs �a ces fonctions de spectre sont donn�es dans la section 7.

5 - 2 D�ecomposition de ~CmiN

nj
(B), ~WmiN

nj
et ~SiN

j

Nous utilisons la formule (15) donn�ee dans (Noblesse et Chen 1995). Pour le probl�eme de

Neumann-Kelvin, cette formule est la suivante :ZZ
(�;�)

S(�; �)

D"(�; �)
d� d� = i�

X
D=0

Z
D=0

sgn(�)
S(�; �)

krDk
ds+

ZZ
(�;�)

S(�; �)

D(�; �)
d� d� (15)

Cette formule appliqu�ee au calcul des coe�cients ~CmiN
nj

(B), ~WmiN
nj

et ~SiN
j

donne :

~F =

ZZ
(�;�)

S(�; �)

D"(�; �)
d� d�

= i�
X
D=0

Z
D=0

sgn(�)
S(�; �)

krDk
ds+

ZZ
(�;�)

S(�; �)

D(�; �)
d� d�

= ~F (w) + ~F (n)

avec

8>>>>><
>>>>>:

~F = ~CmiN
nj

(B) et S(�; �) = S1(r0;�; �; iN; j)S2(r0;�; �;m;n)

~F = ~WmiN

nj
et S(�; �) = F 2Pm

n (0)S1(r0;�; �; iN; j)S3(r0;�; �;m)

~F = ~SiN
j

et S(�; �) = S1(r0;�; �; iN; j)
�
S4(r0;�; �) + F 2S5(r0;�; �)

�

5 - 3 Calcul de ~CmiN

nj
(Bw), ~WmiN

nj
(w) et ~SiN

j
(w)

On passe tout d'abord �a l'�echelle de Froude (a; b; c) = F 2(�; �; k) et on e�ectue le changement

de variables (Chen et Noblesse, Euromech 1998) ds=krDk = (
p
cd=(2

q
1
4
+ b2))(db=F 2) avec

cd = 1=2 +
p
1=4 + b2, o�u cd d�esigne c le long de la courbe de dispersion. Les coordonn�ees (c,)



d�esignent les coordonn�ees polaires dans le plan de Fourier.

~F (w) =
2i�

F 2

Z +1

0

S(
cd

F 2
; )

r
1
2
+
q

1
4
+ b2q

1
4
+ b2

db

avec8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

~F (w) = ~CmiN
nj

(Bw) ; S = A S1 S2 o�u A = iiN+m(�1)iN(2�2r40) et (iN +m) impair

~F (w) = ~WmiN

nj
(w) ; S = B S1 S3 o�u B = iiN+m+2(�1)iN(2�2r20) et (iN +m) impair

~F (w) = ~SiN
j
(w) ; S = S1(C S4+ o�u C = iiN+1(�1)iN(2�2r40) et (iN + 1) impair

+F 2 D S5) o�u D = iiN+1(�1)iN(2�2r30) et (iN + 1) impair

5 - 4 Calcul de ~CmiN
nj

(Bn), ~WmiN
nj

(n) et ~SiN
j
(n)

Pour le calcul des int�egrales doubles, il va nous falloir d�esingulariser ces int�egrales. Pour cela,

nous allons utiliser une m�ethode proche de celle utilis�ee dans (Chen et Noblesse 1998). On utilise

toujours l'�echelle de Fourier. On rappelle que les coordonn�ees (c,) d�esignent les coordonn�ees

polaires dans le plan de Fourier ; cd d�esigne c le long de la courbe de dispersion :

~F (n) =
4

F 2

Z
�=2

0

Z
c
d+0:5

cd�0:5

n S( c

F 2 ; )

c2 cos2()� c
c�

S( c
d

F 2 ; )

(c� cd)
e��

2(c�cd)2cd
o
dc d

+
4

F 2

Z
�=2

0

f
Z

cd�0:5

0

+

Z +1

cd+0:5

g
S( c

F 2 ; )

c2 cos2()� c
c dc d

avec8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

~F (w) = ~CmiN

nj
(Bw) ; S = A S1 S2 o�u A = iiN+m(�1)iN(2�2r40) et (iN +m) pair

~F (w) = ~WmiN

nj
(w) ; S = B S1 S3 o�u B = iiN+m+2(�1)iN(2�2r20) et (iN +m) pair

~F (w) = ~SiN
j
(w) ; S = S1(C S4+ o�u C = iiN+1(�1)iN(2�2r40) et (iN + 1) pair

+F 2 D S5) o�u D = iiN+1(�1)iN(2�2r30) et (iN + 1) pair

Nous n'avons fait qu'ajouter un terme nul. En e�et,Z
�=2

0

Z
cd+0:5

cd�0:5

S( c
d

F 2 ; )

(c� cd)
e��

2(c�cd)2cddc d = 0

On peut remarquer que les int�egrales double et simple ne correspondent pas aux mêmes coef-

�cients matriciels. Il ne nous reste plus qu'�a �evaluer num�eriquement les di��erents coe�cients.

Nous pouvons d�esormais passer aux composantes associ�ees aux sources de Rankine.

6 - Coe�cients associ�es aux singularit�es de Rankine

La composante associ�ee aux singularit�es de Rankine n'est pr�esente qu'au travers des int�egrales

doubles sur la demi-sph�ere. En e�et, les int�egrales sur la ligne de ottaison sont nulles (GS
(W )
= 0

et GS
x

(W )
= 0). On a donc �WmiN

nj
= 0. Il nous reste donc �a calculer CmiN

nj
(A), �CmiN

nj
(B) et �SmiN

nj

pour clore la constitution de notre syst�eme lin�eaire. On adopte les notations suivantes :

�S(r�; ��; ��) =
1

4�

Z 2�

0

Z
�=2

0

�(�x; �x)
@

@rx
GS(r�; ��; �� ; rx; �x; �x) sin(�x)d�x d�x

 S(r�; ��; ��) =
1

4�

Z 2�

0

Z
�=2

0

�n(�x; �x)G
S(r�; ��; �� ; rx; �x; �x) sin(�x)d�x d�x



avec �n = nx = �P 1
1 (cos �) cos �. On utilise alors la repr�esentation (9) du potentiel. Ceci nous

donne :

�S(r�; ��; ��) =

+1X
n=0

nX
m=0

Am

n �
m

n

avec �mn =
1

4�

Z 2�

0

Z
�=2

0

@

@rx
GS(r�; ��; �� ; rx; �x; �x)P

m

n (cos �x) cos(m�x) sin(�x)d�x d�x

On a donc

CmiN
nj

(A) + �CmiN
nj

=

Z 2�

0

Z
�=2

0

(�=2 + �S)P iN
j
(cos ��) cos(iN��) sin(��)d�� d��

donc CmiN

nj
(A) + �CmiN

nj
=

+1X
n=0

nX
m=0

Am

n A
m;iN

n;j

avec A
m;iN

n;j
=

Z 2�

0

Z
�=2

0

[
1

2
Pm

n (cos ��) cos(m��) + �mn ]�

�P iN
j
(cos ��) cos(iN��) sin(��)d�� d��

Nous rappelons que :

GS = �
1

R
+

1

R0
(16)

qui peut être d�evelopp�ee comme suit (Macrobert 1967) :

GS =

+1X
n=0

�1
2n+ 1

rnx

rn+1
�

nX
m=0

"m[1� (�1)n�m]Pm

n (cos ��)P
m

n (cos �x)�

�[cos(m��) cos(m�x) + sin(m��) sin(m�x)]

Cette expression nous donne

�mn =
h
�
1

4

1X
n0=m

[1� (�1)n�m]n0

2n0 + 1
Jmn�m;n0

�mP
m

n0 (cos ��)
i
cos(m��) (17)

o�u

Jmn;k =

Z 1

0

Pm

m+n(x)P
m

m+k(x)dx = Jmk;n =

(
1 n = k
0 n 6= k n+ k pair
0 < jJm

n;k
j < 1 n 6= k n+ k impair

et Am;iN

n;j
= ��mlD

m

n;j
, avec :

Dm

n;j =
1

2
Jmn�m;k�m �

1

4

1X
n0=m

[1� (�1)n�m]n0

2n0 + 1
Jm
n�m;n0

�m
Jmn�m;k�m (18)

Il ne nous reste plus qu'�a �evaluer num�eriquement les coe�cients.

7 - R�esultats num�eriques

Nous donnons ci-dessous l'allure des fonctions de spectre fS1; : : : ; S5g pour k � 10. Les

sym�etries qui nous permettent de simpli�er nos int�egrales simples et doubles apparaissent claire-

memt (r0 = 1).



�gure 1 : S1(m=1,n=1) �gure 2 : S2(m=1,n=1)

�gure 3 : S3(m=1) �gure 4 : S4

�gure 5 : S5



8 - Discussions

Nous avons pr�esent�e une m�ethode semi-analytique de r�esolution de l'�ecoulement autour d'une

demi-sph�ere avan�cant sur la surface libre. Cette m�ethode est g�en�eralisable au cas de la tenue �a

la mer. Les r�esultats �naux et validations seront pr�esent�es lors des Journ�ees.
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Annexe

Les coordonn�ees (�; �) respectivement (k,) d�esignent les coordonn�ees cart�esiennes respective-

ment les coordonn�ees polaires dans le plan de Fourier. Nous donnons l'expression des fonctions

de spectre. On obtient pour S2(r0;�; �;m;n) :

pour m 6= 0; S2(r0;�; �;m;n) = �im+2kr20 fSp2b(kr0;m;n) cos[(m+ 2)]

�Sp2a(kr0;m;n) cos(m)g
�2�imkr20 cos(m)Sp2c(kr0;m;n)

= im(�r20)S2(r0;�; �;m;n)

pour m=0; S2(r0;�; �; 0; n) = �2�kr20(Sp2b(kr0; 0; n) + Sp2c(kr0; 0; n))

= �r20S2(r0;�; �; 0; n)

avec8>>>>>><
>>>>>>:

Sp2a(kr0;m;n) =

Z
�=�=2

�=0

Pm

n (cos �x)e
�kr0 cos �xJm�1(kr0 sin �x) sin

2(�x)d�x

Sp2b(kr0;m;n) =

Z
�=�=2

�=0

Pm

n (cos �x)e
�kr0 cos �xJm+1(kr0 sin �x) sin

2(�x)d�x

Sp2c(kr0;m;n) =

Z
�=�=2

�=0

Pm

n (cos �x)e
�kr0 cos �xJm(kr0 sin �x) sin(�x) cos(�x)d�x:

(19)

De même pour S3(r0;�; �;m;n) :

pour m 6= f0; 1g; S3(r0;�; �;m) = im+2
n
�k cos()r0

�
cos[(m+ 1)]Sp3a(kr0;m)

� cos[(m� 1)]Sp3b(kr0;m)
�

��
m

2

�
cos[(m� 2)]Sp3c(kr0;m)�

cos[(m+ 2)]Sp3d(kr0;m)
�o

= im+2�S3(r0;�; �;m)

pour m = 1; S3(r0;�; �; 1) = �i
n
�k cos()r0

�
cos[2]Sp3a(kr0; 1) � Sp3b(kr0; 1)

�
��

m

2

�
cos()Sp3c(kr0; 1) � cos(3)Sp3d(kr0; 1)

�o
= �i�S3(r0;�; �; 1)

pour m = 0; S3(r0;�; �; 0) = �2�k cos2()r0Sp30(kr0)
= ��S3(r0;�; �; 0)

avec 8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

Sp3a(kr0;m) = Jm+1(kr0) pour m 6= f0; 1g
Sp3b(kr0;m) = Jm�1(kr0) pour m 6= f0; 1g
Sp3c(kr0;m) = Jm�2(kr0) pour m 6= f0; 1g
Sp3d(kr0;m) = Jm+2(kr0) pour m 6= f0; 1g
Sp3a(kr0; 1) = J2(kr0)

Sp3b(kr0; 1) = J0(kr0)

Sp3c(kr0; 1) = J1(kr0)

Sp3d(kr0; 1) = J3(kr0)

Sp30(kr0; 0) = J1(kr0):

(20)



On obtient pour S4(r0;�; �) :

S4(r0;�; �) = 2i�r20 cos()Sp2b(kr0; 0; 0)

S4(r0;�; �) = i�S4(r0;�; �)

On aura pour S5(r0;�; �) :

S5(r0;�; �) =
1

2
i�r0

�
� 3 cos()J1(kr0) + cos(3)J3(kr0)

�
S5(r0;�; �) = i�r0S5(r0;�; �)


