


1 Introduction

L'utilisation des coussins d'air dans le domaine o�-shore n'est pas quelque chose de nouveau.
Dans le cas des plates-formes gravitaires l'utilisation des coussins d'air �etait le seul moyen pra-
tique pour mettre la plate-forme en ottaison libre a�n de la remorquer des dry-docks jusqu'�a
l'endroit d'exploitation. D'autre part, des nouveaux concepts, tels un FPSO sans fond ou les
projets des grandes structures militaires (Mobile O�shore Base) font appel �a des coussins d'air
pour di��erentes raisons b�en�e�ques (possibilit�e d'avoir le tirant d'eau constant, r�eduction des
e�orts d'ensemble dus �a la houle, ...) [6, 2].

Notons �nalement l'utilisation des coussins d'air dans le domaine de transport maritime.
En e�et, il est bien connu que les navires �a l'e�et de surface (SES) utilisent des coussins d'air
pour am�eliorer leurs performances. Bien que le context est di��erent, les probl�emes li�es �a la
mod�elisation numerique se ressemblent [4].

D'un point de vue du comportement dynamique, des structures support�es par des coussins
d'air, on peut dire que "tout change". En e�et, non seulement l'hydrostatique est modi��ee (ce
qu'on sent intuitivement), mais �egalement les e�orts d'excitation de la houle, les massses ajout�ees
(les fr�equences propres en cons�equence), les amortissements, e�orts de d�erive, ... changent
consid�erablement. Il est donc essentiel, pour un mod�ele num�erique, d'�evaluer ces changements
correctement et c'est exactement ce qu'on se propose de faire ici.

En ce qui concerne la mod�elisation num�erique, due �a des applications relativement limit�ees,
il n'existe pas beaucoup de litt�erature sur le sujet. Dans le domaine o�-shore, on note des
travaux importants de Pinkster [5] qui d�eveloppe une m�ethode bas�ee sur l'interaction multicorps
(les facettes sur la surface de l'interface coussin d'air - eau sont consid�er�ees comme les corps sans
masse) et les travaux de Newman [2] o�u le probl�eme l�eg�erement plus compliqu�e (introduction
de l'acoustique dans le coussin d'air) est consid�er�e et trait�e avec une m�ethode reposant sur des
principes similaires.

Ce qu'il faut noter est que la m�ethode qu'on propose ici est compl�etement di��erente et, �a
notre avis, beaucoup plus simple. En e�et, la m�ethode suit de pr�es le cas classique du corps rigide
dans le sens o�u les mêmes notions des masses ajout�ees, amortissements, rappel, excitation, sont
gard�es (ce qui n'est pas le cas dans les m�ethodes cit�ees plus haut) et d'autre part l'impl�ementation
dans un code classique de la tenue �a la mer d'un corps rigide devient tr�es simple.

2 Formulation du probl�eme

Sur la �gure 1. la con�guration type avec des notations correspondantes est pr�esent�ee. On
rappelle encore une fois qu'ici on consid�ere seulement le probl�eme lin�eaire par rapport �a la
cambrure de la houle " = A=� (A - l'amplitude, � - la longueur d'onde). La m�ethodologie
de r�esolution suit de pr�es le cas classique d'un corps rigide et le seul changement concerne le
traitement de la surface �a l'interface du coussin d'air et de l'eau. On d�etaille donc, d'abord la
d�erivation de la condition aux limites sur cette surface.

2.1 Condition aux limites �a l'interface l'air-l'eau

Cette condition est trouv�ee de fa�con similaire comme pour la "vraie" surface libre. On combine
donc une condition dynamique et une condition cin�ematique:
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@�

@t
;

@�

@t
=
@�

@z
(1)

ou pc est la pression dans le coussin d'air, Zc est la position moyenne de la surface de l'eau dans
le coussin d'air, � est le potentiel des vitesses, et � est l'�el�evation relative de cette surface par
rapport au niveau moyen (�g.1).
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Figure 1: La con�guration type.

En prenant la d�eriv�ee en temps de la premi�ere expression on peut combiner les deux
�equations en une seule :

@2�

@t2
+ g

@�

@z
+

1

%

@pc
@t

= 0 (2)

En supposant une variation adiabatique de la pression dans le coussin d'air [5] on peut �ecrire:
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ou pc0 est la pression statique (pc0 = �%gZc + pa , pa �etant la pression atmosph�erique), �p
est la variation de la pression dans le coussin d'air �p = pc � pc0, Vc0 est le volume moyen du
coussin d'air, �V est la variation de ce volume �V = Vc�Vc0, et � est la constante adiabatique
(� = 1:4 pour l'air).

On peut maintenant r�e�ecrire l'�equation (2) sous la forme :
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De plus il est possible de relier le changement du volume �V aux mouvements du corps et �a
l'�el�evation de la surface libre sous coussin d'air :

�V =

Z Z
SI0

wdS (5)

ou w est l'�el�evation relative de la surface libre:

w = �v � � (6)

avec �v d�esignant le d�eplacement vertical du point �x�e au corps et positionn�e sur SI0 �a t = 0.
L'expression �nale pour la condition �a l'interface devient:
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On passe maintenant dans le domaine fr�equentiel en supposant une variation p�eriodique en
temps, des di��erentes quantit�es [ �(x; t) = <f'(x)e�i!tg ; �(x; t) = <f�(x)e�i!tg :::] ce qui
donne pour la condition sur l'interface:
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avec � = !2=g et le nombre adimensionnel � :
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ou Ac0 d�esigne "l'amplitude" de la surface de l'interface au repos Ac0 =

Z Z
SI0

dS.

On montre maintenant comment changent les probl�emes aux limites pour les di��erents potentiels.

2.2 D�ecomposition du potentiel

De la même fa�con que pour un corps rigide, on introduit la d�ecomposition suivante pour le
potentiel:

' = 'I + 'D � i!
6X

j=1

�j'Rj (10)

ou 'I est le potentiel incident, 'D est le potentiel de di�raction, 'Rj sont les six potentiels de
radiation et �j sont les six mouvements du corps.
En sachant que l'�el�evation de la surface de l'interface est reli�ee au potentiel par :
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et que le d�eplacement "rigide" vertical d'un point li�e �a l'interface est donn�e par:

�v = �3 + �4(Y � YQ)� �5(X �XQ) (12)

on deduit les conditions �a l'interface pour chacun des potentiels :
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ou XQ et YQ sont les coordonn�ees du point de r�ef�erence (point par rapport auquel l'�equation de
mouvement est r�esolue) et :
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En ce qui concerne la condition sur la partie mouill�ee du corps, hors coussin d'air, elle reste la
même que dans le cas du corps rigide.
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ou Nj d�esigne la normale lin�eaire g�en�eralis�ee Nj = n ; j = 1; 3 et Nj = (R�RQ)^n ; j = 4; 5; 6.
Les probl�emes aux limites sont compl�et�es par la condition de la surface libre classique et

une condition de radiation �a l'in�ni.

2.2.1 R�esolution des probl�emes aux limites

Comme on peut le constater, tous les probl�emes aux limites sont du même type et la même
m�ethode sera utilis�ee pour leur r�esolution.
On consid�ere donc un probl�eme aux limites g�en�eriques :
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Ce probl�eme aux limites sera r�esolu directement en utilisant la m�ethode des �equations int�egrales
bas�ee sur la distribution des singularit�es de type source. On �ecrit:
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o�u � est le densit�e de la source et G est la fonction de Green.
Les �equations int�egrales correspondant �a cette distribution sont:
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La surface mouill�ee du corps SB et l'interface SI0 sont ensuite discr�etis�ees en un nombre �ni des
panneaux et les �equations sont r�esolues par une m�ethode de collocation. Notons que la di�erence
entre un corps entierement rigide et un corps avec coussin d'air est uniquement la partie mise �a
droite dans la deuxi�eme �equation.

2.3 Calcul des e�orts

Comme d'habitude, les e�orts sont trouv�es par l'int�egration de la pression sur la surface du
corps :
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ou ph est la pression hydrodynamique et pc est la pression dans le coussin d'air :

ph = �%g(Z + �v) + i!%'+O("2) (20)

pc = �%g(Zc + �) + i!%'+O("2) (21)

Les di��erentes surfaces pr�esent�ees dans l'�equation (19) sont d�e�nies comme suit :

SB - la surface du corps en contact avec de l'eau (instantan�ee)
SB0 - la surface du corps en contact avec de l'eau au repos
�SB0 - la di��erence entre SB et SB0
SBI - la surface du corps en contact avec de l'air (instantan�ee)
SBI0 - la surface du corps en contact avec de l'air au repos
�SBI0 - la di��erence entre SBI et SBI0

Notons �egalement que F d�esigne en même temps les forces et les moments, car la notation
compacte pour la normale instantann�ee ~N a �et�e utilis�ee ~N = f~n; (R�RQ) ^ ~ng.

On peut montrer que les deux int�egrales sur les surfaces �SB0 et �SBI0 s'annulent, et en
même temps on peut transf�erer l'int�egrale sur la surface SBI0 en une int�egrale sur la surface SI0
(la surface de l'interface l'air - l'eau au repos) de fa�con �a pouvoir �nalement �ecrire l'expression
suivante pour les e�orts, �a l'ordre O(") :
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On note que la premi�ere int�egrale est identique �a celle du corps rigide tandis que la deuxi�eme
repr�esente la correction due �a la pr�esence du coussin d'air. Cependant il faut être conscient
que cette constatation n'est valable que pour les expressions des e�orts, et non pas pour leurs
valeurs, car le potentiel n'est pas le même pour un corps rigide et pour un corps avec coussin
d'air.

On passe maintenant aux d�e�nition des di��erents coe�cients dans l'�equation du mouvement
du corps, �a savoir:
- masses ajout�ees
- amortissements
- rappel
- excitation
Tout d'abord on �evalue, ce qu'on appelle habituellement, la partie hydrostatique des e�orts (celle
qui m�ene aux coe�cients de rappel) qui m�erite une attention particuli�ere. En e�et, l'exercice
n'est pas compl�etement "innocent", car on aurait pu utiliser l'expression (22) directement ce qui
m�enerait �a une interpreation physique des e�orts compl�etement di��erente et fausse dans le sens
des d�e�nitions habituelles des e�orts hydrodynamiques.

2.3.1 Les e�orts hydrostatiques

Rappellons d'abord quelque chose que tout le monde sait, �a savoir que la d�e�nition du rappel
lin�eaire est : le rapport entre l'e�ort et le d�eplacement qui le produit. Rappelons aussi que,
dans le cas du rappel hydrostatique, les d�eplacements "se passent" en eau calme, ce qui fait que
seule la partie hydrostatique de la pression (�%gz) est prise en compte. Notons �egalement que
la d�enomination "les e�orts hydrostatiques" repr�esente un l�eger abus de langague, car même si
les e�orts sont produits par la pression hydrostatique, leurs e�ets sont bien dynamiques.

Dans le cas du corps rigide, la situation est un peu plus simple car le corps n'est pas
d�eformable, comme c'est le cas ici (si on consid�ere le coussin d'air comme une partie d�eformable



du corps). On rappelle l'expression �nale pour les e�orts hydrostatiques d'un corps rigide :

Fhs = �%g
Z Z
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[Z(
 ^N) + �vN]dS (23)

d'ou la matrice de rappel peut être facilement d�eduite.
Consid�erons maintenant le corps avec le coussin d'air, comme montr�e sur la �gure 1. Comme

on le pr�esentait, la di�cult�e vient du fait que l'interface sous coussin d'air n'est pas �xe et il va se
deformer (d�eplacer tout en restant horizontal) suite aux d�eplacements du corps. Le premier pas
dans l'analyse consiste donc en �evaluation du d�eplacement de l'interface. On note � la di��erence
entre la position de l'interface avant et celle apr�es le d�eplacement et on �ecrit le changement de
la pression dans le coussin d'air de deux fa�cons:
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En �egalisant les deux expressions on obtient pour � :
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Une fois � trouv�e les e�orts hydrostatiques sont obtenus �a partir de l'expression similaire �a (22):
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Comme pour un corps rigide, �a partir de cette expression, on d�eduit ensuite la matrice de rappel
[C] de fa�con �a pouvoir �ecrire :

Fhs = �[C]f�g (27)

2.3.2 Les e�orts de di�raction-radiation et calcul des mouvements

Ce qu'on appelle les e�orts de di�raction-radiation sont les e�orts dus �a la pression dynamique
i!%' �c.�a.d. la di��erence entre l'e�ort total et l'e�ort hydrostatique. En deduisant donc, de
l'e�ort total (22) sa partie hydrostatique (26), on obtient l'expression suivante :
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En introduisant l'expression pour � et en pro�tant de la condition de la surface libre, on obtient
l'expression �nale suivante pour les e�orts dynamiques de di�raction-radiation:
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A�n d'obtenir les expressions pour les masses ajout�ees, amortissements et l'excitation, on doit
introduire la d�ecomposition (10) pour le potentiel dans l'expression pour les e�orts hydrody-
namiques (29).
En faisant cela, on obtient:
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Masses ajout�ees et amortissements
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Rappelons que les e�orts de di�raction radiation sont habituellement �ecrits sous la forme com-
pacte :

fFhdg = fFDIg+ ( !2[A] + i![B] )f�g (32)

de fa�con �a pouvoir �ecrire l'�equation du mouvement sous sa forme matricielle:

�
�!2([M] + [A]) � i![B] + [C]

�
f�g = fFDIg (33)

La solution de cette �equation donne les mouvements du corps f�g ce qui termine la d�etermination
du potentiel et des e�orts globaux sur le corps.

3 Validation et r�esultats num�eriques

Comme on l'avait dit dans l'introduction, le même probl�eme a �et�e trait�e par Pinkster [5] avec
une m�ethode compl�etement di��erente, et ces sont les r�esultats donn�es dans [5] qui nous serviront
pour la validation. Avant de pr�esenter les r�esultats, on commente bri�evement la m�ethode utilis�ee
par Pinkster.

En fait, dans [5], le probl�eme est r�esolu en consid�erant l'int�eraction de plusieurs corps, les
facettes sur l'interface �etant consid�er�ees comme les corps sans masse (avec une masse ajout�ee as-
soci�ee). De cette fa�con, on satisfait d'abord la condition cin�ematique sur l'interface (en r�esolvant
des probl�emes aux limites l�eg�erement di��erentes des nôtres) tandis que la condition dynamique
est satisfaite en r�esolvant l'�equation du mouvement du syst�eme multicorps. Dans sa forme la plus
directe on n'a donc pas acc�es aux coe�cients hydro globaux (excitation, rappel, masses ajout�ees,
amortissements), mais on peut les trouver, quand même, avec un calcul supplementaire. Bien
que la m�ethode soit math�ematiquement correcte, sa mise en oeuvre dans un code di�raction-
radiation classique, est beaucoup plus compliqu�e et n�ecessite une r�eorganisation importante du
code.

On passe maintenant �a la validation. Le cas pour lequel sont donn�es les r�esultats dans [5]
est une barge rectangulaire avec les charact�eristiques suivantes :

Longueur : 150m Vc0 : 37500m3

Largeur : 50m pc0 : 2 � 105Pa
Tirant d'eau : 10m � : 1:4
Volume immerg�e : 75000m3 Zc : �5m
KG : 10m

Figure 2: Mod�ele de la barge.



Sur la �gure 3 on montre d'abord les r�esultats pour les masses ajout�ees et les amortissements
en pilonnement et en roulis(AC d�esigne le cas avec coussin d'air, et SC le cas sans coussin d'air).
On remarque un bon accord entre deux sortes des r�esultats surtout pour le cas avec coussin d'air.
Les l�eg�eres di��erences (surtout pour le roulis), s'expliquent, probablement, par les di��erents
maillages utilis�es. Sur la �gure 4 les r�esultats pour les e�orts d'excitation en pilonnement, roulis
et tangage sont pr�esent�es. L'accord est de nouveau tr�es bon. Finalement, sur la �gure 5 on
pr�esente les r�esultats pour les mouvements de la barge, ce qui repr�esente le test �nal de la
m�ethode car il d�epend de tous les coe�cients calcul�es auparavant. On voit que l'accord est
toujours tr�es bon et on conclut que la m�ethode a �et�e valid�ee et elle est donc "prête �a l'emploi".

4 Conclusions

On a pr�esent�e ici une m�ethode pour le calcul de la tenue �a la mer des corps ottants support�es
par des coussins d'air. La m�ethode poss�ede de nombreux avantages (par rapport aux m�ethodes
existantes) dont les principales sont : la simplicit�e d'impl�ementation dans un code classique de
la tenue �a la mer et la simplicit�e d'utilisation. En e�et, il su�t d'une quinzaine de commandes
IF; ; THEN ;ELSE (astucieusement plac�ees dans un code existant) pour que la m�ethode
"marche". De cette fa�con, le code peut être utilis�e de la même fa�con pour le cas du corps
rigide et pour le cas du corps avec coussins d'air, le seul changement �etant l'identi�cation des
facettes appartenant au coussin d'air (avec un coe�cient associ�e). D'un point de vue d'ing�enieur,
cela nous semble un avantage important, car on ne change pas les habitudes et on obtient un
r�esultat correct. Les comparaisons rapides en termes des masses ajout�ees, rappel, p�eriodes
propres, mouvements,..., deviennent faciles car les mêmes notions sont gard�ees pour un corps
rigide comme pour un corps support�e par des coussins d'air.

5e+07

1e+08

1.5e+08

2e+08

2.5e+08

3e+08

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

A
_3

3 
[k

g]

omega [rad/s]

Masse ajoutee en pilonnement

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster
SC (Pinkster)

0

2e+07

4e+07

6e+07

8e+07

1e+08

1.2e+08

1.4e+08

1.6e+08

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

B
_3

3 
[k

g/
s]

omega [rad/s]

Ammortissement en pilonnement

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

0

2e+09

4e+09

6e+09

8e+09

1e+10

1.2e+10

1.4e+10

1.6e+10

1.8e+10

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

A
_4

4 
[k

g 
m

^2
]

omega [rad/s]

Inertie ajoutee en roulis

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

0

1e+08

2e+08

3e+08

4e+08

5e+08

6e+08

7e+08

8e+08

9e+08

1e+09

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

B
_4

4 
[k

g 
m

^2
/s

]

omega [rad/s]

Ammortissement en roulis

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

Figure 3: Masses ajout�ees et amortissements en pilonnement et en roulis.
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Figure 4: E�orts d'excitation en pilonnement, roulis et tangage.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

xi
_3

 [m
/m

]

omega [rad/s]

Pilonnement en houle de face

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

xi
_3

 [m
/m

]

omega [rad/s]

Pilonnement en houle de travers

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

0

2

4

6

8

10

12

14

16

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

xi
_4

 [d
eg

/m
]

omega [rad/s]

Roulis (houle de travers)

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

xi
_5

 [d
eg

/m
]

omega [rad/s]

Tangage (houle de face)

AC (Nous)
SC (Nous)

AC (Pinkster)
SC (Pinkster)

Figure 5: Mouvements de la barge en pilonnement, roulis et tangage.
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