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Résumé

On présente ici les bases mathématiques qui permettent de déterminer les caractéristiques cinématiques et
dynamiques de I'écoulement induit par un solide (), évoluant dans un milicu composé de deux fluides non
miscibles présentant une interface (}). Le fluide inférieur (.B,), de masse volumique p,, est limité par un fond

horizontal (I1) ; le fluide supérieur (J,), de masse volumique p,<p,, est limité par une surface libre (SL). Ces
bases sont établies dans I'hypothése des écoulements irrotationnels des fluides "presque parfaits” ; en outre les
conditions aux limites sur les frontitres libres (d) et (SL) sont linéarisées. Le potentiel qui régit l'écoulement

dans les milieux () et (8,) est recherché sous la forme d'une distribution superficielie de sources réparties sur le_
solide (X). Une attention particuliére est apportée au cas ob ce solide traverse l'interface (6).

Summary

We present here the mathematical basis for the calculation of the kinematic and dynamic flow characteristics,
induced by a solid (Z), moving in a medium composed of two immiscible fluids, separated by an interface (3).
The lower fluid (.B,), with a density p,, is bounded by a horizontal bottom (I1); the upper fluid, with a density
P,<P,. is bounded by a free surface (SL). We make the assumptions of "nearly perfect” fluid irrotational flows;
the boundary conditions on the interfaces () and (SL) are linearized. The potential, which governs the flow in
the media (.B,) and (8 .). is expressed in the form of a superficial distribution of sources on the solid (). A
particular attention is paid to the case where the solid goes through the interface ().
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Introduction

Les développements qui vont suivre ont trait 4 la partie non confidentielle d'une étude effectuée il y a déja
plusicurs années & l'initiative de la DRET. A F'époque, on n'avait pas estimé opportun de publier sur le theme des
écoulements en milieu stratifié ; et cela pour différentes raisons :

* les temps de résidence sur ordinateur étaient dissuasifs, du moins pour traiter le probléme dans des
configurations réalistes ;

¢ les méthodes, auxquelles on avait recours pour calculer un nombre extrémement important d'intégrales dont
les noyaux sont des fonctions présentant des variations anarchiques de grande fréquence, n'étaient pas jugées
suffisamment fiables.

¢ les applications ne semblaient pas devoir dépasser le cadre des préoccupations manifestées par les militaires.

Il n'en est plus ainsi actuellement. En effet, le remarquable accroissement des performances du matériel
informatique, ainsi que les trés grands progrds réalisés par la communauté scientifique pour effectuer les
quadratures de fonctions trés rapidement variables, sont tels que l'on peut raisonnablement envisager des
applications dans les configurations moins académiques que celles traitées a la fin des années 80. Par ailleurs, il
semble que certaines observations satellitales récentes, 4 vocation non militaire, font apparaitre des phénomenes
qui pourraient avoir pour origine 'existence d'ondes internes induites par les courants et les maréees.

Dans la présentation actuelle des résultats théoriques concernant les écoulements dans les milieux stratifiés
horizontalement, on s'est attaché a considérer les effets globaux d'une distribution superficielle de sources de
Kelvin réparties sur la caréne (Z) d'un solide pouvant traverser l'interface (b) selon un mouvement de roto-

translation quelconque.
I Rappels de gquelqu itats de I'ana igue

Transformées de Fourier a deux variables

Aot b [ et o ra-ik(xcos8+y'sin8) ;. .,
B, ki) = LL d(x',y';t)e dxdy

Ly
L o Y . 1aik(xC088+ y5in®
S(x,yi0 =5 [ deo.ks00e hedk

Opérateur intégral de Fourier

(1.2) 3{A(9,k, z‘t)} = ﬁj‘:&x‘aﬂ A(e,k; z't)cik(xcosﬂd-yuine)kdk

Si la fonction A est une combinaison linéaire de ¢ et de ¢, F{d} est une fonction harmonique des variables x,
¥, z. Pour z=0, {4} est la fonction dont la transformée de Fourier est 4(8,k:t).

Expression de 1 sous la forme d'une intégrale de Fourier

MM

13 — =L M40 L" R 1—*')°0s0+(y-y')sine]dk
2n =

- 3’{%‘:—]4:—:1 ekl x'ms%y'sinﬁ)} i Iz - znl <0

Un premier fluide (8)), de masse volumique p,, est limité inférieurement par un fond horizontal (TT) de cote

z=—h ; il est limité supéricurement par l'interface (3), de cote moyenne z=0, qu'il forme avec un deuxiéme
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fluide (5,) de masse volumique p.<p,. Ce deuxitme fluide est par ailleurs limité supéricurement par une surface
libre (SL) de cote moyenne z=h,.
L'état d'équilibre initial des deux fluides superposés est perturbé par un solide, entrainé dans un mouvement de
- - - )
roto-translation de vitesse Vg(M)=C(t)+Qx OM, dont la surface de caréne (T) peut éventuellement

traverser l'interface (b). Dans ce dernier cas, on notera :

(Z,) (Z,) les éléments de (Z) situés respectivement dans les domaines (.Bl) et (..Bz) :

(SF), 1a surface de flottaison ;
(C), le contour de flottaison, orienté dans le sens trigonométrique. Par ailleurs, fi sera en toute circonstance la
normale extérieure a (Z).

P
ih"/lzt ok

n

Figure 1

Tous les développements qui vont suivre seront effectués dans le cadre de la théorie linéaire des écoulements des
fluides "presque parfaits”, caractérisés par le coefficient de viscosité fictif e=(0"). Dans ces conditions, le champ
de perturbation est régi par un potentiel harmonique &(M,t) dont les déterminations @ (M,t), @,(M,1), valables
respectivement dans (.B,) et (.B,), doivent respecter les conditions aux limites suivantes :

ﬂﬂ) pour z=-h,
oz
90, 90y _
% - e PowEsf
@) | (e, ., P a’® op, b
p{ 2' +2¢ atl+g azl =p2( 8122 +2¢ 312 +g azz]’ pourz=0
a*d ob oD
Latzz +2€e atz +g az2=°' pour z=h,
b, -
'a';l= g0, sur (Zy)
(22) P
——2=_E n,sur(}.'.z)
on

La solution du probléme ainsi posé sera recherchée sous la forme d'une distribution superficielle de sources de
Kelvin, réparties sur la surface (L) avec ume densité o=c(M',t) a priori inconnue. Afin de satisfaire
automatiquement les deux premitres des équations (2.1), on pose :

@, (M, 1) = B(M, 1) + @ (M, ) + T (8, k; ﬂk(z—*hﬁ}
23 | (M, 1) = (M, 1) + @y (M, ) + {‘P( ) Shich,
(M, 1) = ®(M, 1) + Bo(M, 1) +J {$(8, ks )shkz + §(8, ki t)chkz}
avec !
( - 1 1 1 1
e BM,1) =~ ”EU(M ,t)WdS(M )
a 1 N R
ktbo(M,t) = _E”z o(M ,t)WdS(M )
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N'[x'y'-(z'+2h,)] étant le symétrique de M’ par rapport 2 la surface du fond et /{ } I'opérateur défini en (1.2).

En admettant, du moins momentanément, que la loi de répartition des densités de sources sur (I) est connue, il
reste & déterminer les fonctions ¢ =§(0,k;t), ¥ =y (0,k;t) de telle sorte que les deux dernitres de ces
€quations (2.1) soient également satisfaites. Pour cela, il est évident qu'on a tout intérét A mettre les potentiels de
Rankine ®(M. 1) et @ (M,t) sous la forme d'intégrales de Fourier ; ce qui est rendu possible par application des
identités du type (1.3). Mais dans le cas présent ou le solide traverse l'interface (d), on se heurte 2 une difficulté
majeure du fait que 'identité,

|Mm1 3{ R c—ik(x'cose-v-y'sina)},

cesse d'étre valable pour z-2'=0.

Cette circonstance nécessite de devoir se livrer 4 une longue disgression.

On se bomne ici A ne prendre en considération, dans I'expression compléte du potentiel de Rankine, que la
contribution du seul terme sujet 4 caution, soit :

G dM,¢) = ——-H S(M', t) ——dS(M") ,

IMM1

Figure 2
II1.1 Transformée de Fourier de @, pour z=0

Le potentiel de simple couche étant continu 4 la traversée de la surface (), on peut encore écrire sans ambiguité:
) __ 1= ) . ey Loik(xc088+y5in®)

62 eyit),o=-o-f ndﬂﬂ[H,(Q,k,t)i»Hz(e,k.t)}:l dk,

en introduisant les fonctions de Kochin :

(33) Hl 0.k;t)= -é.”-z o(M’, t)ekz'c—ik(x‘oos0+y'sin0)ds(Mv) R

vy L v eya—kz', —ik(x'cosB+y'sin@) .
(G4 Hy@ k0 =-— sz o(M',t)e e ds(M") .
On en déduit immédiatement, d'aprés les formules de réciprocité des transformations de Fourier :

335 @(B,k:t) = %[H](B.k; ty+ Hz(ﬂ.k;t)].

IN.2 Transformées de Fourier de % et de % , pour z=0

En partant de la définition méme de la transformée de Fourier directe, on a :

L

ob 1 +gd o~ ik(xcosB+ysin@)
—@,k;t)=— dxdy
O3 [ 5e

_ 1 g -ik(xoosOd-ysinB)}hd 1. —ik(xcos@+ysind)
“5e 2o y+gikcosof " e axdy,
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s0it :

A

od e s . 1 _ — —ik(xcosB+ysin®)
6o ek = ikcos0(®. ki )+ ] grad[q»,e ]ds

I . -ik(xoosB+ysin8)]d
+ ECI . IJSF gmd[tbie S ’

en désignant par @, @, les deux déterminations du potentiel @ dans les domaines extéricur et intéricur 2 la
surface (Z).

La premidre des intégrales peut étre transformée ainsi, par application de la formule du gradient :
—_—
Jlgera
¥ désignant le vecteur unitaire de la normale extérieure au contour de flottaison (C) et au cercle de contrdle
(C..), de rayon R trés grand.

;¢ee-ik(xoo59+y sine)]ds - _IC q,ec—ik(xooseﬂsine)idt + JC- d’ce-ik(xmshysine)i;dg ,

Figure 3 : Vue de dessus

La contribution de I'intégrale 1, . définie sur le cercle (C..), est manifestement nulle dans le cas ot le débit total
des sources réparties sur la surface (Z),

Q= [[ sMyasim),

est égal A zéro.
1l en est encore ainsi lorsque ce débit n'est pas nul ; on a en effet, en posant x=Rcost, y=Rsina :
- X . -+ N
I. = —gél r ¢ kR cos(a—8) ooy ——QEZ I ¥ g ikRcos(e-8) gin gy
4t I-x 4 “I-x

= %(coseél +5in0€; )] (kR),

1,() étant la fonction de Bessel de premidre espice, d'ordre n=1. L'intégrale I, tend donc bien vers zéro quand R

e . 1 .
tend vers l'infini, mais seulement comme 7R- . On a alors en toute circonstance :

3D 'Ué ;-;{d,ee-ik(xcoseﬂ sine)]ds - JC (bec_ik(,‘mse.,.y sinﬁ)‘—l o

La seconde des intégrales figurant dans le second membre de la formule (3.6} peut galement éure transformée
ainsi :

(38) .[sp;d’[‘pi e—ik(xcoseﬂsine)}js - J'C ¢ie—ik(xcose+ysine)v d .
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D'od, en effectuant dans (3.6) les substitutions (3.7) et (3.8) :

A

(39) %s,k; t) = ik cos@ b —ﬁjc (B, ~ ;e Hixcosrysin®) G Gyl

Ce résultat ne préjuge en rien de la nature des singularités réparties sur la serface () ; dans le cas présent , on a

simplement ;
Fay

(3.10) %{0, k;1) = ikcos® (iJ(O, k;t)= icos(-)[H 16,k t) + Hy (8, k;t)]

et, également :

A

611 22 k1) = iksino d(®,k; 1) = isin6[H, (8, k;t) + H, (8,k;0)].

Jy

II1.3 Transformée de Fourier de % , pour 2=0

En partant encore de la formule de définition,

a"\b 1 preop+eod® _ik(xcosB+ysin®)
312 0.k;t)=— _— dxdy ,
612y Seeko=of [ 5 y

puis en introduisant la fonction harmonique,

(313) ¥= k[z-i(xcosB+ysin@) ] ’

réguliére en tout point du domaine 2<0, on obtient tout d'abord :

%B,k;t):%f_ﬂj (_\p ‘D—)dxd +_rr"’¢ —lk(xcos9+ysme)dxdy
soit :
(314) %(&k;t)=k&>{8,k;t)—%”b(¢a I P )ds‘_ﬁs (q,__?_)ds

La premigre des intégrales ci-dessus peut étre transformée ainsi par application de la devxidme formule de Green
dans le domaine (.B,) :

(315) H.b@aa_‘: )dS _U (¢,——‘i’—~4) H(S N ——‘l‘%%)ds,

(S..) étant le cylindre circulaire vertical, de rayon R trés grand ; (S'.) étant un disque circulaire horizontal,
également de rayon R, immergé a une profondeur H trés grande.

Figure 4

Les intégrales définies sur les surfaces de contrdle (S..) et (§'..) sont manifestement nulles dans le cas od le débit
total Q des sources réparties sur (Z) est lui-méme nul. Lorsqu'il n'en est pas ainsi, un calcul élémentaire,

analogue & celui conduit dans l'alinéa précédent pour démontrer que l'intégrale L. est nulle, permet d'établir le
résultat suivant :
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a'¥ kQ IO R kz
_—- ‘P—— ds = —J;(kR)| ——¢
fls. s, %5 8 = 2N 0R)|_ s
. . 1
qui prouve que l'intégrale ci-dessus tend vers zéro comme 7{ quand R — oo,

On a donc dans tous les cas :
(316) J'jé(cp——q' 2)dS = j'jz(¢ ¥ g e)dS.

En appliquant A nouveau la deuxiéme formule de Green, mais dans le domaine compris entre les surfaces (Z,) et
(SF), on obtient également :

(317) jjs (d:——‘l‘—)ds- Iz(w,—w‘}'—)ds

D'od, en effectuant les deux substitutions ci-dessus dans la formule (3.14), une premidre expression de

A
@
az T
soit :
(3.18) —(9 k;t)= kd)(e Kty —— IJ {((D _®. ) d k[z—1(xcos0+y :une)]__((be _ q)i)ek[z—i(xmsmysin 0)]}ds
On obtient de la méme manidre, en introduisant la fonction harmonique,

(319) y'= e—k[2+i(x'cosB+y'sine)]

mais en effectuant les transformations d'intégrales dans les domaines pour lesquels z est positif :

A

aq, ~ 1 a _ . . a _ | .
(320) _a-z—(e' k;1) = -kd(8,k; t) +£‘U£2 {(q)e -®) _a_ne k[z+i(xcosB+y smB)]___g(q)'= —®,)e k[z+i(xcos8+y sme)]}ds

En additionnant membre 3 membre les égalités (3.18) et (3.20), on obtient la formule générale suivante :

A
op 1 d k[z-l(xcose+y sin@)] _ dJ k[z- l(xoose«rysme)]}
321 9,kt)=—— D, - P, ¢, - dS
(B2 0.k 41;”2{( D3 = (@~ ®)e
1 a0 K[zti(xcost+ysin®)] _ O 4 _ g o -klz+i(xcosBrysing)]
o Hz, {(d),: ®)e —(®, - ®))e ds,

qui, dans le cas présent d'une distribution de simple couche se réduit & :

20
(322) 32-(9, k;t) = -[H(8,kt) - Hy(8,k; )]
En soustrayant les égalités (3.18) et (3.20), on obtient aussi :

®(0,k;t) = %[H,(e,k;t) +H,(8,k;1)] ;

ce qui conforte le résultat déja admis en (3.5)

I11.4 Transformées de Fourier des dérivées secondes de @, pour z=0

A

2
On se bomera ici & ne présenter que le calcul de Z:)x_:’ D'apres la formule générale (3.9), on a tout d'abord :

3o 3 D, - ;) -
029 T2k =ikaasd o[ TEE IR, i)
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Mais, dans le cas d'une distribution de simple couche, la discontinuité de la vitesse est égale 3 on ; d'oll, compte
Fas

tenu de I'expression (3.10) de % :

2
(3.24) %—?(B.k:t) = —k cos? G[Hl (6,k;t)+H, (9.k;t)]+ nﬂl 0.k;v),
X

en posant ,{f' 0.k;)= _%IC o(M', [)c—ik(x'cose+y'sin0} (-él ﬁ)(él {’)dE(M')
ou bien :

325 4ie.kn= -ﬁjcc(M',t)e‘““""’““*"““") @5y LM,

{ désignant le vecteur unitaire de 1a tangente au contour de flottaison décrit dans le sens trigonométrique. On
obtient de la méme manire les expressions des transformées de Fourier des autres dérivées du second ordre de
@, toujours pour z=0 ; I'ensemble des résultats est donné ci-dessous :

« 1
¢'=E(H|+H2),
sl A M
%;‘2=icose(H|+H2), %=isin9(ﬂ1+ﬂz), -aa;:=—(H|-H2)
2/\ A
%-?:—kcoszﬁ(Hl+H2)+£l, %:—ksinze(Hl+Hz)+£2
X

(3.26) Jaf
<@
a?‘—'k(ﬂl"'ﬂz)'hﬂj
ﬁ=—ksin0ws9(}{ +Hy)+ 4y a—;?;=—iksin9(H —Hy)+d5
3
%;;=—ikcos9(H,—H2)+£ﬁ

&=diekn= —-2—1ch oM, e K(x0sbeysing) o Moyl (M'),

(327 {oy=GE.0)E. ), 0y =@ 0)E.0), a3=—(oy+ay)=@@AE)] ,

a4 =@ 0E0), as=-GEi)E. L), og=GE.0)E.0)

Il apparait ainsi que si on avait effectué les diverses dérivations 2 partir de l'expression du potentiel ®, mise
préalablement sous la forme d'une intégrale de Fourier,

__L b -k . kz . ik(xcosB+ysind)
OM. 1) = 21t’[_*“dej;"'[e i@kt +ePH,@ ki d&k,

on aurait obtenu les formules apparentées 2 celles établies en (3.26), mais privées de tous les termes
.ﬂi = a£i (6.k; 1), dits "d'intégrales de ligne". Ce n'est que dans le cas du probléme de diffraction-radiation sans

vitesse d'avance qu'une telle omission n'a pas de conséquence ; en effet, la condition de surface libre ne fait
intervenir aucune dérivée seconde du potentiel &.
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IV ressi des ées de Fourier des dérivées tem e la trace du ntiel de Rankine
& sur le plan z=0

On se bomne ici & considérer le cas ol les sources de Rankine sont réparties sur une surface mobile, mais non
déformable, avec une densité superficielle fonction du temps. On a alors :

OM.t) = - ﬁ oM, T dS(M") ,

|MM1

avec |MM1 = J [(x- x‘(t)]2 +[iy-y (t)]2 +[(z- z'(t)]2 ;

et, tout d'abord :

9,1, 83 1 & 3 1 .dy 3 1 d
7 " ax vy @ oy ] e T ] @
soit

8, 1 _[axd dyd dza] t
@D at(|MM'|)_ dtax | dtay  dt 82]|MM1
D'od, I'expression de ﬂ :

ot

w ’ l 1

“2) o= Hzat(M t)l 1dS(M ﬁ (M. |MM1dS(M)
L1 l .
4_a_y”z°(M") dt |M 1 ” oM0, |MM1dS(M)

E , pour z=0, est par

D'aprés les quatre premidres des formules (3.26), la transformée de Fourier de 3

conséquent :
A

.i@;)_(e k t) = ______J‘I {__(Ml l)+6(M' t)l:l(cosegi+sm9 dt E)}k[z‘—i(x‘oos0+y'sm9)]}ds(M')

H {——(M t)-o(M', t)[n(cosﬂ——+sm9d): dz)].,-k[z+l<xoos9+vsm°)]}d3(m)

di
soit :

% ©.K:1) = __1_ Hz % {c(M‘. 0 ek[z'-i(x‘cos0+y'sine)]}ds(M.)

J'J' {O’(M t)e k[z +i{ x'cosB+y" sme)]}ds(M )

et finalement :

la)

Py 19
43 SOk =T [H Ok +H @ k).

Ce résultat trés simple était prévisible du fait que, d'aprés les formules (3.26), les expressions des transformées
de Fourier du potentiel de simple couche et de ses premigres dérivées ne renferment aucune intégrale de ligne.

On obtient de ]a méme manitre, aprés des calculs quelque peu fastidienx ne présentant néanmoins aucune
difficulté particuliére :
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-—az‘pek- _12 H,(0,k; 0.k; ) ]+£(8,k;
=0, .t)_kaz[ 106, k; 1) + Hy (8, k; )]+ £(8,k; ©)

1 dx’ dy' dz' dx' dy'
4, Loxny=-— . ax,\2 9,2 8z 2 & dy
44) <L(9,k;t) 2n-fc°(M t)[a,(dt) +a2(dt) +a3(dt) +20, 3 dt

+2&5££+205££ -ik(x’cos6+y‘sin0)dg(M.)
dt dt dt dt

les coefficients o; = o; (M',t) étant toujours ceux définis en 3.27).

2
Yy ressi rme d'i e Fourier de | tion: a—¢+2€£+g-82
o2 ot oz .

D'apres la quatrigme des formules (3.26) et compte tenu de (4.3) ainsi que de (4.4), la quantité ci-dessus a pour
transformée de Fourier :

? .3 Hi®ky (82 . 9 H,©.kt) ,
(;2-+2aat gk)—k—+ ) +2sat+gk m +.£(9.k.t).

On a par conséquent :

Fo J0® ob 9? d H(8.k;t) Fg d H,(0,k; 1)
1) — —_— g = = ——k | | L = =2\ ()b
(5.1) [ > +26——+g l 3{( 5 +2€ gk " +| 5 t2e—+gk - +40.k:t)

On est maintenant en mesure de poursuivre les calculs entrepris en début d'article.

Avec les notations du chapitre I, la condition d'interface, qu'il convient de respecter quels que soient x, y et t,
s'explicite ainsi :

82 ] P1—P2 P P2 82 d |-
61} | —+2c—+gk——=thkh 0,k;t) ——=thkh,| — + 26— [{(8,k;t) = f(68,k;1) ,
()(at2 gy * Btk @kit) — B2 tkhy| =+ 2[00,k = £@ ki)

(62) £0,k;ty=-21"P2 yp, 11 —ai+2£-a—-gk H,(8,k;t) + Ho (8, k:t)]
' P k| at? ot '

1f % 3

+=| =—+2e—+gk H, (0,k;t) + L 6.k;t)?,

m ( 32 ol ] 2 ) +d( )}

od Hg(8,k;1} désigne la fonction de Kochin associée 2 I'existence du potentiel D, (M,t), soit :
) = _L 1 —k(z'+2h)  —ik(x'cos8+y'sin9) '

(63) Ho®kit)=-—— Hzo(M e e ds(M").

Par ailleurs, la condition de surface libre s'explicite sans la moindre difficulté puisque sur le plan z=h,, les
différences de cote z-z', z+2'+2h,, restent strictement positives ; on obtient alors immédiatement :

8’ 9 . o2 3 .
(6.4) thkhZ[? + 28'5{ + gkcoth khz }p{ﬁ,k; t)+ [St?‘l- 285 + gk thkhz JW(B, k;t)= g(e,k; t);

(65) g®.k:t)= -(l—thkhz)%[H,(B,k;t)+H0(0.k;t)+ H'; (8,k;1)] ;

en notant :
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(6.6) H'2 0,k;t) = _::;'”z G(M‘,t)e“z'c'“‘("'°°S°+3"s‘“°)ds(M') .
2

Les fonctions inconnues $(8,k;1) et y(8,k;t) sont alors les solutions du systéme formé des deux équations

différentielles ordinaires (6.1) et {6.4), du second ordre, A coefficients constants, dont les seconds membres sont
des fonctions connues de 1a variable t. Dans le cas présent, ces équations peuvent étre facilement découplées en

usant de l'artifice qui consiste 2 introduire la fonction auxiliaire ¥ = ¥(8,k;t) , définie ainsi :
67) ¢=my+Y%,

m=m(k) étant, pour l'instant, un paramétre arbitraire. En effectuant cette substitution dans les formules (6.1) et
(6.4), on obtient respectivement :

2 - thkh .
(68) [m—p—zthkhl a—2+2ei+gkp' L7 e WY
P1 ot ot P1 m——plthkhl
P1

22 d PL—P2 -
+| — + 26— + gk———=thkh, [x = £(0.k;t)
[a:z ot g Py !
et:
* 0 m + thkh, |.
69 (l+mmkh2)[a,2+2‘°'a:+gkl+mthkth

d? 2 .

11 apparait ainsi que la fonction ¥ = ¥(8,k;t) pourra étre éliminée entre ces deux nouvelles équations en
donnant au paramétre m une valeur telle qu’on ait :

610 2L=92 mthkhy l“”ﬁz )
Py m-’;—2mkh1 + mthkh,
1

A ce moment 14, m=m(k) est solution de I’équation du second degré :

(6.11) (l—ulmkhlthkhz]mz — (thkh, - thkhz)m—z—zthkh,mkhz =0,
Pi 1

qui admet tonjours deux racines réelles de signes opposés.

En retenant arbitrairement 1'une de celles-ci, 1'équation différentielle qui permet de déterminer la fonction

auxiliaire ¥ = %(8,k;t) se présente sous la forme suivante :

a* 2 .
6.12) 1:? + Ze-ét- + gka(k):lx(ﬁ,k;t) =F(0.k;t),

avec |
thkh, — m(k)[l-mmkh,mkhz]
613) a(k)= ad ,
14+ 22 thih, thkh,
P1
et:

[1+ m(k)thkh; Jf(8,k; 1) ~ [m(k) - z—z thih, ]g(ﬂ,k; t)
1

(6.14)y F(Ok;t)=

1+%2—thkh,thkh2
1
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Compte tenu des expressions (6.2) et (6.5) de f(8.k;t), g(@.k;t) ainsi que de celles des fonctions de Kochin

H,(8.k;t), Hy(8.k;t), H(8 k;t), H',(8.k:t), définies respectivement en (3.3), (3.4), (6.3), (6.6), la fonction ci-dessus
s'explicite ainsi :

2 . 2 .
(615 F@©.,k:t)= P(k)[[a— + 2(-:i - gk]-?fm + [%-l- 2.‘3-i + gk]ﬂ%k'l)— + £(9,k; t):l

az o k ot
a2 3 Ha00.k;t)
k T = - R —— L]
+Q( )Katz +2:-:at gk] "

en notant :

P(k) = _PL=P2 [1+ m(k)thkh, Jthkh,

Py :;—2 thkh, thkh,
1
(616) |
(1- '-hkhz)[m(k) -Pllhkhl}
o0k) = Py =_m(k)(1-thkh2)P(k)
1+ 22 thich, ehkh, m(k) + thih,

L P1
et:

( ey — __L ' kz'  —ik(x'cos0+y'sin@) '

Xi0.x0= p Hz, o(M',)e%e dS(M")

1 H O(M, e~ K(Z+2) —ik(x'cosB+y'sin) 4 M)
617 4 14" t
Y= ' —kz’_ —ik{x'cos0+y'sin@) '
H(6.k;0) =~ -Uz, o(M',)e e ds(M")
}fz (e’ k;t) = _ﬁj‘jz G(M', t)[ekZ' + e—k(z'+2hl)}-ik(x'cos%y'sine)ds(M-)

On rappelle que tous les développements ci-dessus ont été effectués en choisissant arbitrairement I'une des
racines, notée m(k) de l'équation (6.11). En retenant la seconde de ces racines notée m'(k), on aurait obtenu :

618) ¢=m'y+%',
X'= %'(8,k:t) , étant une nouvelle fonction auxiliaire caractérisée par I'équation différentielle :

3? 9 N ]
(6.19) [¥+ 2£§+ gka (k))x 8,k;t) =F'(8,k;t),

dans laquelle les expressions des fonctions a'(k), F(8,k;t) se déduisent respectivement de celles de a(k), F(8 k;t)
en y effectuant la seule substitution m(k)=sm'(k).

Une fois déterminées les solutions des équations (6.12) et (6.19), les fonctions cherchées P(0.k;t), V(0.k;t)
s'explicitent immédiatement 4 partir des formules de définition (6.7) et (6.18), soit :

m(k)y'(8.k;t) ~ m'(k)x(6,k; 1)

P e,k;l) =
(6:20) " m(k) - m'(k)
V(0.0 = ¥'(8,k;t) - 7(8,k;t)
o m(k) - m' (k)

Afin d'éviter de devoir calculer les dérivées temporelles des fonctions de Kochin, l'équation (6.12) sera modifiée
comme suit :

3? 3 . K H, X,
[¥+Ze§+gkalx-P(T+T)-QT = —g[(1 +axp¥, +Q¥y)-(1-a)PH, |+ L,
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de sorte que la fonction %(8,k;t) s'explicite ainsi :

.. ¥ o Hy N,
621 x=t+P(T+T)+QT,

1a fonction auxiliaire T=1(8,k;t) étant la solution de I'équation différentielle :

2
622 |2 +2e 2+ gk =g+ ¥, +Q¥p) - (1-w)PH |+ PL.
a* ot

On obtient de la méme maniére, a partir de 'équation (6.19) :

X, s

- H,
‘= t'4+ P (—+—=)+ '.._’
(623) x (k + X )+Q K

2 d n " .
(624) (%+2aa+ gka'}i'= ~gla+ay ¥y + Q¥ - -a)P H, [+ P L,

L= .;E(G,k;t) , désignant toujours I'intégrale de ligne dont 'expression est donnée en (4.4).

Dans le but de s'assurer que les parametres a(k) et a'(k) sont bien positifs, on cherchera  expliciter ceux-ci sans
passer par l'intermédiaire des fonctions m(k), m'(k). Pour cela, on metira a profit le fait que I'équation (6.11)
permet déja d'établir les relations :
m+m'= [hl_‘hl — thih, : mm'= P2 thikhlthkhz _
1-P1=P2 yyn, ihkh, P1 1———"'p ®2 thich,thih,
P1 1

On a, par suite, d'aprés la formule de définition (6.13) des parametres a(k) :

(625 a+a'= thkh, + thkh, : aa=PL”P2 thich, thkh, .
l+—";}-thkh|thkb2 P l+_‘;_2thkhlthkh2
! 1

11 apparat ainsi que les parametres a(k), a'(k) sont les solutions de I'équation du second degré :

(626) (1+E2 thkh, thkh, )a? - (thkh, + thkhy )a+ 2L = P2 thich thkh, = 0,
P P1

qui admet toujours deux racines réelles positives puisqu'on a manifestement : a+a'>0, aa>0 et :
(627) A= (thkh, — thkh,)? +4B?-(1 -f';ﬁmlmz )thkh,thkhz >0.
(4 1

La mise en oeuvre d'une méthode de calcul numérique, fondée sur les développements ci-dessus, n'est pas aussi
complexe qu'il y parait A premiére vue ; en effet, les paramtres spécifiques du probléme posé en milieu stratifié,
soit : m{k), m'(k), a(k), a'(k), P(k), P'(k). Q(k), Q'(k), ne varient pas trés rapidement avec k ; en outre, chacun
d'eux tend vers une constante lorsque k croit indéfiniment :

PL—P2 . .

m, =1; m,=-1; B, =— a,=1
1 +P2
P1L—P2
Poo=—2_—; P.=0_: = : ' o=
p]+p2 L T Quu 0 b Qe-o 0'

Les courbes, reproduites 2 titre d'exemple sur la figure (5), représentent les variations des fonctions a(k), a'(k)

dans le cas particulier ol on impose h,=h,=h ; et cela, pour différentes valeurs du rapport L2 :

P1
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e P2_195102 (interface cau-air) ;

P1
o« P2_49 (interface eau-huile) ;
P
o P2_ 0,995 (interface du type thermocline).
P1
o——e eau-air 0—0 eay-air
o - 0 eau-huile G - 0 eau-huile
z s - - thermocline 11
1.0 © 1.0
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 o
~ 06 > 06
« 0.5 ‘s 0.5
0.4 04
0.3 0.3
02 ¢ 0.2
0.1 - 0.1
0.0 lme==ril - 0.0
00 01 02 03 04 05 068 00 01 02 03 04 05 06
K k
Figure 5 : fonctions a(k) et a'(k)
VI iculi Rmes bidi i s

Pour établir la fonction de GREEN dans une configuration bidimensionnelle, on a toujours la possibilité¢ d'opérer
selon une méthodologic calquée sur celle présentée ci-dessus, mais fondée sur les ressources de la théorie des
fonctions analytiques de la variable complexe : z=x+iy ; entre autres sur les identités suivantes :

1

.t

Z—-2
1
z-7

= iE e k@4 | poury-y'<0;
A

= —ij: gk | poury-y'>0.

Les calculs correspondants sont particuliérement fastidieux du fait qu'il convient d'étre vigilant en ce qui
concerne la convergence des intégrales qu'on est amené 4 manipuler. Ceux-ci peuvent étre évités en remarquant
que tous les résultats obtenus dans une configuration tridimensionnelle sont transportables & une configuration
bidimensionnelle analogue en exploitant la formule suivante :

L. woe
(72) limy ., r:f (0.k; t)dej+L elk(y-y)sinOq . 2T’:[f(O,k; t)+f(m k;1)]
qui s'établit a partir de la méthode de la phase stationnaire de Lord KELVIN.

On donne, i titre d'exemple, le résultat de cette transposition dans le cas du probléme de diffraction avec vitesse
d'avance, en profondeur finie. Dans une configuration tridimensionnelle, l'expression du potentiel induit par une

source ponctuelle, de débit pulsatoire Q = Re(Qe ™), se déplacant horizontalement & la vitesse V,, comporte,
entre autres, un terme de la forme :

chk(z+h) chk(z.+h)eik[(x-x‘)cosB-i-i(y-y') sin8)
kdk
chzkh[( kVp cos8 + w)? + 2ie(kVpcosB +w) — gkthkh]

- 2Q Her=
(3 $p=-3 def



175

On en déduit immédiatement le terme analogue de 1a configuration bidimentionnelle, soit :

-dk

Q chk(y +h) chk(y'+h)e!x(*—"
14y Gy =B [T
2190 ch?ih[(kVo +)° +2ie(kVp + @) - gkthkh

-ik{x-x")

+ 8Q r' chk(y + h) chk(y'+h)e dk
21 %0 chtkh](kVy - @) - 2ie(kVp - @) - ghthkh]

Perspectives

Nous avons présenté dans cet article la méthode qui permet d'établir les formules nécessaires 2 1a résolution d'un
probleme hydrodynamique posé par J'évolution d'un solide animé d'un mouvement quelconque dans un milieu
stratifi¢ horizontalement ; la solution a été recherchée sous la forme d'une distribution superficielle de sources de
Kelvin. Mais, la méme méthode permet également d'établir les formules comrespondant au cas ol cette solution
serait recherchée sous la forme d'une distribution superficielle de doublets normaux ; pour cela, on est amené,

entre autres, 2 exploiter les formules (3.9), (3.21), (3.23) qui ne préjugent en rien de la nature des singularités
réparties sur la surface du solide en mouvement.

Dans le cas od ce solide intercepte l'interface (J)) ou la surface libre (SL), on n'est gudre enclin a introduire des

distributions de doublets du fait que les intégrales de ligne qui leur sont associées se présentent sous une forme
peu engageante, faisant intervenir le gradient surfacique de la densité b = (M,1). Mais, est-il 1égitime de ne pas
rechercher 1a solution du probléme sous la forme d'une distribution de singularités du type mixte de GREEN,

composée A la fois de sources et de doublets normaux, de densités 0 = %? u=—0 "7

Nos futurs travaux sur le sujet seront orientés en vue de donner une réponse A cette question ; on commencera
évidemment par considérer des configurations moins complexes que celle envisagée dans la présente étude (par

exemple, dans I'un ou l'autre des cas suivants hy — oo, hy —> =, P1=P2 {1
P1
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