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Résumé

Le probléme de la génération et de la stabilisation de houles progressives dans un bassin requiert ['utilisa-
tion d’un modéle hydrodynamique simple. A cet effet, on utilise le modéle linéarisé au premier ordre des
équations hydrodynamiques (fluide parfait, écoulement irrotationnel), dans iequel nous avons introduit
un terme dissipatif permetiant de modéliser I’amortissement de la houle. Pour des géométries simples
(bassin rectangulaire ou circulaire), on obtient les solutions sous forme de séries analytiques, en effec-
tuant la décomposition spectrale de I'opérateur spatial. Nous indiquons quelques résultats théoriques
relatifs & cette décomposition et nous montrons comment s’implémente cette méthode sur ordinateur.
Nous illustrons cette méthode a I’aide de quelques exemples numériques.

Summary

In order to generate and stabilize travelling water waves into a tank, a simple hydrodynamics model is
required. In this purpose, we propose to use a first order linearized model of hydrodynamics equations,
with a dissipative terms in order to take into account damping. For simple geometries {cylindrical or
rectangular tank), a spectral decomposition of the spatial operator leads to analytical series representation
of the hydrodynamics solution. Some theoritical results are given and the main numerical ideas are
presented. As an illustration, some numerical experiments are given.
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INTRODUCTION

La génération et |’entretien de houles complexes (multidirectionnelles, multichromatiques) dans un bassin
nécessite, dans une approche globale, une représentation simple des mouvements du fluide dans le bassin.
En effet, il est, d’une part, primordial de disposer d’une méthode numérique rapide de calcul de la
houle et, d’autre part, d’'un modéle simple autorisant la détermination de lois de rétroaction facilement
implémentables. Dans cette optique, les modéles fondés sur une représentation modale se révéle bien
adaptés : ils sont massivement parallélisables et les techniques classiques d’automatique s’appliquent
(stabilisation par une commande de type Ricati par exemple).

On a choisi d'utiliser le modeéle linéarisé au premier ordre des équations hydrodynamiques en fluide
parfait et en écoulement irrotationnel. En effet, les modéles non linéaires ne permettent pas d’accéder &
des représentations spectrales et, par ailleurs, il est possible d’introduire une correction au second ordre,
qui s’appuie sur le méme opérateur que le modéle au premier ordre. Comme on I'observe dans la réalité,
les houles, méme dans la zone ou la théorie linéaire s’applique, sont amorties et ce d’autant plus que
leur longueur d’onde est petite. C’est pourquoi, nous avons introduits un terme de viscosité de surface
dans les équations. Ce terme induit des propriétés d’amortissement analogues a celle rencontrées pour les
ondes visqueuses.

1l existe principalement deux voies d’obtention de représentation modale du potentiel hydrodynamique.
La premiére consiste a s’appuyer sur la solution harmonique des équations hydrodynamiques en domaine
semi-infini, associée au mouvement sinusoidale d’un batteur plan. Cette approche donne de bons résultats
dans le cas d’un canal, si celui ci est long ou muni d’une plage absorbante. Mais les solutions ainsi
construites ne satisfont pas les équations hydrodynamiques en domaine borné et le les effets transitoires
et de réflexion sont alors mal pris en compte. C’est pourquoi, nous avons opté pour une représentation
s’appuyant sur les fonctions propres de l'opérateur spatial de I’hydrodynamique posé dans toute la cuve.
On obtient ainsi es représentations spectrales exactes de la solution.

Nous consacrons la premiére partie de cet exposé a I’étude du modele hydrodynamique linéarisé avec
amortissemnent dans un cadre général. Nous établissons l'existence et I'unicité de solutions pour des
données régulizres en temps, la convergence lorsque le terme dissipatif tend vers 0, la représentation en
série des solutions et la convergence de ces séries. La seconde partie traite de la mise en oeuvre numérigue
des formules de représentation en série de la solution, dans le cas d’une cuve rectangulaire et d’une cuve
circulaire. Quelques exemples numériques sont donnés afin de valider numériquement la méthode.

1. ETUDE DU MODELE HYDRODYNAMIQUE

1.1 EQUATIONS DU MODELE

On se place dans un domaine 2 borné de IR" {n < 3) avec Q= FUBU S, et S; C ;=0 (plan z = 0).

=

On suppose que le domaine  est occupé par un un fluide incompressible parfait, dont ’écoulement est
irrotationnel. Le mouvement du fluide est alors caractérisé par un potentiel § (¥ = V) qui, dans le
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modele linéarisé au premier ordre, satisfait aux équations :

(AG=0 sur t>0
¢
_n=h sur B t>0
F“E.—_O sur F t>0
(1.1) 1 8% op 506 _, s a0
—2+ga—+egaa BUT OS¢ >
#(0) = @o surS; t=0
_..1. -62(0) =1 sur 5; t=10
\ gat

(1.2) =-

- La fonction h représente la composante normale de la vitesse des batteurs dans I’hypothése de petits
mouvements de ces batteurs.

- Sur le fond F on a écrit une condition de glissement du fluide sur la paroi.

- Le terme £g0;0, % (¢ >0} apparaissant dans I'équation de surface libre induit une dissipation d’énergie,
comme le montre un calcul élémentaire d’énergie, qui lorsque A = 0 conduit a :

(1.3) %Eﬂ(t)+ e/s (B, Vg2 dr=0

avec Eg(t) I’énergie hydrodynamique :

(1.4) En(t) = %fn(Vé)de+%./st (8p)? dl* = %fn(va)’dn+ %g[s #dT.

Notons que ¢ est homogéne & un temps. L’introduction de ce terme de dissipation trouve son origine
dans I’cbservation effective de houles amorties, surtout celles de petites longueurs d’ondes. Comme on
I’observera ultérieurement ce terme introduit une dissipation d’autant plus forte que la longueur d’onde
est petite et détruit méme le comportement oscillatoire des houles de longueurs d’onde plus petite qu’une
longueur critique. Ce comportement rejoint celui des ondes visqueuses décrit par exemple dans Landau-
Lifchitz (1]. Signalons que le terme de viscosité de Raleigh (e8;¢), utilisé par exemple par Euvrard [2],
conduit & un amortissement quasiment uniforme, les grandes longueurs d’ondes étant par ailleurs les
ondes les plus amorties. C’est pourquoi, bien que plus simple, nous n’avons pas retenu cette modélisation.

1.2 SYSTEME DU PREMIER ORDRE

Afin d’étudier le systéme d’équations (1.1) il est pratique de le formuler comme un systéme du premier
ordre afin d’utiliser les résultats de la théorie des semi-groupes, la théorie variationnelle de ’équation (1.1)
étant délicate & faire en présence du terme d’amortissement . On suit en celd une démarche analogue a
celle suivie par, Vuillierme-Ledard [3] dans le cadre de l'étude du mouvement sur la houle.

On commenge par relever la condition de Neumann par l'intermédiaire du probléme suivant :
P P P

AG=0 sur
OnG=0 sur F
(1.5) 8,G=h sur B

8.G+vG=0 sur S; avec > 0

qui d’aprés la théorie classique des opérateurs elliptiques admet une unique solution G € H(2) dépendant
continuement de la donnée h € L%(S5;). On pose alors :

(1.6) p=¢-G
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qui vérifie les équations suivantes :

(Ap =0 sur {2 t>0
_%—0 sur B t>0
a_{'p,:o sur F' t>0
(1.7) 8% 8 0 8y
_ ._2+g_a—+sg§t-a———f sur S¢ t>0
#(0) = o sur Sy t=0
{—l%([]):ﬁ sur S, t=0
g ot ° ‘

avec :

f=(02-vg(1+6¢8))G
(1.8) po = go — G(0)

fio = fio + EB:G(O)

On introduit Popérateur de relévement de Dirichlet :

B : HYYS) — H'(Q)

1.
(1.9) i — Bu=vy

ot ¢ est I'unique solution dans H(2) du probléme :

Ay =0 sur §2
b =0 sur FUB
Yy=u sur S

et on désigne par 7, 'opérateur de trace sur S; : H(Q) — HY3(Sy).

On pose, ce qui n’est pas le seul choix possible :
1 1
(110 n=—=7(8p) = —=dire
¢ g
Par définition de I'opérateur B et par construction de non a :

(1.11) Op=—gBy sur Q

d’oti on déduit une nouvelle expression de la condition de surface libre :
1

Les relations (1.11) et (1.12) nous conduisent & la reformulation du probleme (1.7} sous forme d’un
systéme du premier ordre :

Trouver U(t) = (‘2) () tels que Ap(t) =0 sur et Spp=0sur BUF et

(113) %U@) = AV() + F(1)

U(0) = Us

0 —gB By 170
= = . F== .
A [3z —fyazB] Vo ( 7o ) « g \f
Pour éliminer des difficultés techniques, liées aux solutions constantes, on translate ce probleme & 'aide
du changement d’inconnu suivant:

avec :

(1.14) V=e""U aveca>0.
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Le systéme (1.13) devient :

d —at
V()= (el + AWV () + FO(1) L0 [Fe)=e>'F
(1.15) { 5‘(0) o { Vgt =e 'l

et on pose par la suite :
AY = —al + A,

Pour étudier I’équation fonctionnelle (1.15), on se place naturellement dans l'espace de Hilbert suivant :
(1.16) H = {(p,n) € H(R) x L*(S;) tel que Ap =0 sur Q, dap =0sur BU F}

muni de la norme d’énergie :

(1.17) _ “(f”)

Nous présentons dans les trois paragraphes suivants les principaux résultats théoriques permettant de
justifier la décomposition spectrale du probléme (1.1). La connaissance du spectre de 'opérateur AT, nous
permet de montrer Pexistence d’un semi-groupe de contraction associé a }'équation d’évolution (1.15). La
théorie de semi-groupe nous fournit alors I’existence d’une unique solution & I’équation d’évolution (1.15)
qui admet une représentation spectrale. La décomposition spectrale du relevement achéve alors I’étude
théorique.Nous renvoyons & Lunéville [4] pour le détail des démonstrations.

2 2
4
= [1vePda+ ™ [ pypldr+g [ infar.
H 1] y St 5,

1.3 PROPRIETES SPECTRALES DE L’'OPERATEUR A?

Rappelons un résultat fondamental concernant I’opérateur non borné sur L2(S,) :
(1.18) N=28,oB
sur lequel s’appuie la théorie spectrale de I'opérateur .42,
Boujot [5] a étudié le spectre de cet opérateur, en particulier il a montré :
L’opérateur N admet une infinité de valeurs propres réelles positives (VJ?)J_>0 telles que -

0= <v]< .Sy <. avec lim 1} = +oo.
j—oo

assoctées aur vecleurs propres (13_,-)_»0, cetie famille formani un systéme orthonormal complet de

L3(S¢) et orthogonal complet dans HY2(S,)
On a de plus les relations Vj > 0 :

(1.19) f VBy; . VydQ = u,?f nivpdl V€ HY(R) .
n S,

On démontre alors les propriétés suivantes :

pour tout e > 0:
- le domaine de Uopérateur :

pup) ={wmen 4 (¥)en)
{temy € H, ne HYVX(S) et (. — g0, Bn) € L*(S1)}
est dense dans H,
- l'opératevr AT est dissipatif et mazimal.

On déduit de ces résultats a 1’'aide du théoréme de Hille-Philips que :

Ve >0, Popérateur A, est un opéraieur fermé el est le génératenr infinitésimal d’un sems-groupe C°
de contraction dans H, noté T2(t).
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Nous allons maintenant effectuer la décomposition spectrale de ’opérateur A?, qui nous permettra de
montrer que lorsque £ > 0, le semi-groupe T%(t) est en fait analytique, ce qui implique des effets régula-
risants analogues & ceux rencontrés pour I'équation de la chaleur.

Observons dans un premier temps, que :
la famille (uj,v;);5q st unc base orthonormale de 'espace H, ox :

1 (Bn,-) 1 ( 0 )
U = | T ) ety = — |
¥ +40?/g VAN
et le sous-espace H; = Vect(u;,v;) est un sous-espace invariant de A7.

La détermination du spectre se raméne donc a la détermination du spectre sur le sous-espace H;, c’est-a-
dire i la détermination des vecteurs propres de la matrice :

Y] ,
A; = ] avec 8; =

2 ‘/gv}+4az‘

2
sV —a —Eegy;

Un calcul élémentaire montre alors que :
les valeurs propres sont donnés par (z; = §./9v;) :

2
A}‘:-—r,(—z_,-q:i l—zf -a si.‘I:J'(l

Af:;zj(—z_;:F‘/zJ’.—l’—a siz; > 1

associfes auz vecleurs propres :

(1.20)

(1.21) w¥ = pf (A¥—i 0) oi1 p] est un coef ficient de normalisation.
g

On remarque que :
si ¢ > 0, il existe un nombre fini de valeurs propres de partie imaginaire non nulle, correspondant
a des ondes amorties, et un nombre infini de valeurs propres réelles, correspondant a des ondes
”évanescentes”
si € = 0, toutes les valeurs propres sont de la forme Fi,/gv; — a.

Par ailleurs, il est facile de vérifier que :

la valeur propre pour j = 0 est double : Ao = —a et que le sous-espace propre associé est de dimension
1. Il en va de méme, si vj'_—'—‘% .

Enfin un calcul simple, montre que :

w}' n’est pas orthogonale & w;’, mais que par contre wf est orthogonal a wf 81j#k

Ces remarques montrent que l'opérateur A n’est pas diagonalisable dans H, mais seulement diagonali-
sable par bloc. Un bloc, voire deux sont des blocs de Jordan. Ceci montre que la base de vecteurs propres
n’est pas compléte dans H.

En outre, on a la répartition spectrale suivante :

/N
............................................... E...._gle
+ :
+
+
+
—— _— ~
—a——— 00— >

&

.....................................................
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Pour terminer cette étude spectrale, indiquons une estimation de la résolvante lorsque € > 0, qui assure
que le semi-groupe est analytique :

VAEC, |ArgM < § + 8 avec 5> 0 on a (A1 —A;")“”H < A#o0.

Cette estimation repose sur le fait le spectre de A7 est situé dans un cone strictement inclus dans le
demi-plan ReX < 0. Dans le cas ol € = 0, cette propriété n’est plus vérifiée car le spectre est non borné
et situé sur la droite Rel = —a. Ce n’est pas trés surprenant car dans ce cas le modéle est hyperboligque
et propage les singularités.

1.4 RESULTATS DE LA THEORIE DES SEMI-GROUPES

Dans ce paragraphe, nous tirons les conséquences du paragraphe précédent en s’appuyant sur la théorie
des semi-groupes, voir par exemple Pazy [6).
Ainsi, on a les résultats suivants pour I’équation d’évolution {1.15) :

sie>0et VP € H, F7 € C°*([0,T],H) avec s €]0,1] ox si e = 0 et V& € D(A]) et F§ €
C°([0,T], D(Ag)) alors le probléme (1.15) admet une unique solution :

Ve € C°([0,T), H)yn C' (10, T, H) n C°(10, T[, D(A?))

qui se représente sous la forme :
t
W =TV + [ To@ - R e,
0

Pour se trouver dans le cadre d’application de ce résultat, une condition suffisante sur les données
h{t), @o(t) et 7y est, compte-tenu de (1.8) :

sgie>0:  heC¥([0,T), LXB)), @o€ HY?(S,) et ijo € L2£S¢)
(1.21) sie=0 : HRECHOT,L(B)), fv€ H'Y*(S,) et 7l € HL2(Sy)
: avec 8, B@y € L*(S,)

Compte-tenu de ce qui précéde, 'existence d’une solution ((';) au probléme initial (1.1) repose sur des

résultats de régularité du relevement G car :

(i) 0= (—igvc) (ORI %

Or par construction de G, sous les hypothéses (1.21) on a :

G € C*([0,T), H}(Q)) et 8vG € C*({0,T), H/2(S1)).

On énonce donc le résultat d’existence et d'unicité du probléme (1.1) :

Sous les hypothéses (1.21), le probléme (1.1) admet une unique solution :
(122) ¢ € C°([0,T), HH(Q))N C'(J0, T, H' ()
1.22
i1 € C°([0, T], L*(8)) n C'(10, TL, L*(S1)) N C°(10, T, H'/*(Sy).

La théorie des semi-groupes permet également de démontrer simplement la convergence des solutions
lorsque ¢ — 0 & l'aide du théoréme de Trotter-Kato qui implique que :

hm TPV = TE(1)V ¥t >0, VW € H,

Ce résultat permet d’en déduire, compte-tenu de la représentation de V,*, donné ci-dessus, le résultat de
convergence :

On suppose que :
o € HY2(8,) et fjp € HY?(S,) avec 8,B@y € L*(Sy)
et h € C**([0,T), L2(B)) avec s €)0,1].
On note (@, 1) la solution du probléme (1.1). On a alors :
Sll -I i — t 1 _— 0
e[o,g‘]”sp () — Po (Ol grs () o

Sup |7 () — 7o(?)||.2 —_
1e[0,’r]” lz2¢s, Py
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1.5 REPRESENTATION SPECTRALE DE LA SOLUTION
Dans ce paragraphe, on se place sous les hypothéses (1.21).

La formule de représentation spectrale de la sclution (‘;) du probleme (1.1) s’obtient & I'aide de deux

décompositions spectrales : I’'une correspondant au relevement et I’autre correspondant  la solution (:p)

du probléme (1.7), cette derniére pouvant s’obtenir de deux maniéres équivalentes : soit par I'utilisation
de la décomposition spectrale de 'opérateur AZ sur chaque sous-espace Hj, soit en travaillant directement
sur la formulation (1.7), ce qui se révéle plus simple.

La solution ¢(t) du probléme (1.7), se représente sous la forme :

(1.23) () =) a;(t)By;.

20

Injectons cette représentation dans les équations (1.7), il vient :

S d;(t)n; + 90. Bn; + €94;(£)8: Bny = —f(2) ¥t >0

320
> aj(0)m; = o et Y a;(0)m; = —gib
20 20

Par construction, on a : 8,By; = u_,?nj et (1;_,-)j>0 est une base orthogonale de S;. On en déduit que la
fonction a;(t) est solution de 1’équation différentielle du second ordre :

{"i:'(‘)‘*'-‘-‘!W,;-"‘"j(f)+9'*',-2 = — (f(2), )5, Vi>0
a;(0) = (po,nj)5, et a;(0) = —g (o, nj)s,

dent une solution est donnée par :

a(t) =- j B} (t = 8)(f(e),my)s, d

(1.24) _
+EL() (po,m3)s, + E5() (€92 (00, m)s, — 9 G, )s,)

ou Ef désigne la solution élémentaire de I'équation différentielle, donnée par :

it ATt
st —eht
Ei(t) = X 8ij>0, ES(t) =t
avec SA;E = )o.’* + a.
Par définition de 5, on déduit que :
(1.25) n= Z b;(t)m;
20
avec :
1 .
(1.26) b(t) = ;fo Ef(t - 8)(f(3),mj)s, de

+12ES (1) (w0, mj)s, + Ef () (o, my)s,
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Les résultats d’existence et d’unicité des solutions, nous assurent que :

les représentations spectrales (1.23) et (1.24) soni convergenies respectivement dans C°({0, T, H*(2))
et C°([0, T, L3(5¢)) N C°(0, T, HY*(5y)).

Il s’agit maintenant d’exhiber une représentation spectrale du relévement G. Pour ce faire, on introduit
les éléments propres (w3, n) du problémes suivant :

A =0 sur {}
Opme =0 sur F
O = wfr,, sur B

n+vne=0 surS;

Par des arguments similaires a ceux utilisés lors de la décomposition spectrale de N, on montre que :
la famille (7;5), ., forme une base orthonormale de L?(B) et

E>0
D<wi<wl. Cwl<. .. — 4.
Par conséquent, si k(t) € L?(S¢), on a :
(1.27) h{t) = th(!)fﬂg avec hi(t) =f h(t)medl.
B

E>0
Le relevement G(t) (ainsi que ses dérivées d’ordre 1 et 2), solution du probléme (1.5) se représente alors

par la série convergente dans H() :

(1.28) GOty =3 w@)m, 1=0,1,2.

k>0
On est maintenant en mesure d’énoncer le théoréme de représentation spectrale de la solution du probléme
(1.1).
Sous les hypothéses de régularité des données (1.21), l'unique solution (:.:) du probléme(1.1) se
représenie sous la forme :
(1) =Y he()re + 3 a;(t) By
E20 i20

iit) = -% > hatyrme + PUAOLT

k20 ji>0

(1.30)

aj, bj et hy étant respectivement donné par (1.24), (1.26) et (1.27); les séries convergeant respecti-
vement, uniformément en 1, dans H'(Q) et L*(S,) et uniformément sur tout compact de 10, T dans
Hllz(S¢)

Sur tout compact de 0, T, on peut estimer la vitesse de convergence des séries. En effet, la convergence
de #i(t) dans H/2(S,), nous permet d’obtenir une estimation, compte-tenu de la relation :

175 Rgrrsags,y = (9 + v}) sl s,y -

Plus précisément, on a les estimations des restes des séries :

K J
A t

th(t)ﬂ + Ea.i(t)qu = min(J:( 1’ ) vi>0

k>0 iz0 Hi(®) o
(1.31) ) J Ask(t)

. t
== he(t)ym + Y bi(t)n; = “nTm(J:x—(w) V>0
9 5k i>J L3(S) '

ou Ak (t) converge, uniformément sur tout compact de )0, T[, vers 0 lorsque J, K — oo.
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L’amélioration de la vitesse de convergence de ses séries nécessite des propriétés de régularité en espace
des solutions qu’ils semblent difficile a obtenir & cause de la singularité géométrique liée a l'intersection
SN B.

2. METHODE NUMERIQUE

Nous allons voir dans cette partie comment les formules de représentation spectrale établies au paragraphe
précédent conduisent & une méthode numérique efficace dés lors que les géométries sont simples (cuve
circulaire ou cuve rectangulaire). En effet, ces représentations reposent sur la connaissance analytique des
fonctions propres.

2.1 FONCTIONS PROPRES SUR DES GEOMETRIES SIMPLES

Un calcul & variables séparées élémentaire fournit toutes les fonctions propres n;,7: dans le cas d’une
cuve rectangulaire ou circulaire.

e Cuve circulaire

On suppose que Q est le cylindre de rayon R et de hauteur H. B est donné par le bord latéral du cylindre
r=R.
Les éléments propres de I'opérateur N, sont données par :
i _ cos(nf) sii=1

Tmn(7,0) = N Ja(Cmnt) { sin(nf) sii=2 i=1,2, mn>0,

v2 0 = Cmnth(Cmn H)
eton a:
ch{¢mn(z + h))

ch(Cmn H)

avec N7, un coefficient de normalisation, J, la fonction de Bessel et {mn R la m?™me racine de J..

Bﬂ:“l‘ll‘l (r! 9' z) = ,]::ﬂﬂ(r' 8)

Les éléments propres du relévement sont de la forme :

r.';.n(r,ﬂ,z) =N In(mr)cos(m(z + H)) { :?:((:g; sii=1

r Sii=2 1,2 mn>0,
U2 = m n(mr)
mn In(n R)
ol m est la m*™¢racine positive de I'équation : tg(zH) =—Z et I, la n?™e¢ fonction de Bessel modifiée.

¢ Cuve rectangulaire

On suppose que § est un parallélépipéde de longueur I, de largeur I, et de profondeur H. Le bord
supportant les batteurs est constitué des quatre faces latérales B = I''U TUT3UT, avee T = {x = 0},
Fy={z=1},Ts={y=0}etTa={y=1}.
On obtient dans ce cas :
mx nr
fhmn(2, ) = N co8(——) cos(7=)
r

Bnmn(:,y,z)=N$ncog(1?1)cm(%t)%rc(:n+))) m,n >0,

Vrznn = {mn th({mn H) )

avec {mpn = T ({f)z + (%)2

Pour chaque T;, on obtient une famille de fonctions propres 7, qui prend la forme suivante dans le cas
i = 1, les autres cas s’obtenant par symétrie :

'r,:m(z, y,z) = _N"‘;;;ch(ém(l, —z)) cos(?y) co8(ym z)
v

u?m‘ = bmnth(8mnls)

m,n 2> 0,
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2
avec . la m*™¢ racine positive de I’équation tg(zH) = —% et 6mn = /2, + (%) .

L’estimation de ces fonctions propres ne souléve pas beaucoup difficulté. Les fonctions de Bessel sont
estimées par récurrence. Il faut toutefois effectuer ces calculs avec une bonne précision.

2.2 CALCUL EFFECTIF DES COEFFICIENTS DES SERIES

Nous allons nous placer, & titre d’exemple, dans le cas de la mise en mouvement du fluide par P batteurs
plans identiques répartis sur le pourtour du bassin. On suppose donc que :

P
Fo = 0 et ilo = 0 et h(t, z,u) = b(z) Y, vp(t)x5,(x),
r=1

u signifiant soit # ou y dans le cas du bassin rectangulaire, soit § dans le cas du bassin circulaire.

La fonction wp(t) représente la loi de mouvement du batteur p et on suppose que v,(0) = #,(0) = 0. La
fonction b(z), indépendante des batteurs car ceux ci sont supposés tous identiques, représente la loi de
variation de la vitesse suivant la profondeur. On a ainsi :

- pour un batteur piston : #(2) =1
- pour un batteur articulé a la profondeur a : b(z)=2%2

e Calcul des coefficients du relevement
Le calcul des coefficients h;, donnés par la relation (1.27) prend la forme suivante :
he =) vp(t) j b(z)rdl
p=1 By

qui compte-tenu de la forme des fonctions 7y, se calcule analytiquement. On obtient de facon immédiate
le coefficient h(t).

# Calcul des coefficients a;,b;

Ces coefficients ayant la méme forme, nous exposons seulement le calcul du coefficient a;. En vertu du fait
que les conditions initiales sont nulles, I'évaluation du coefficient a; se réduit a I’évaluation de l'intégrale

de convolution : .
)=~ [ Bt~ o) ([ stomar)ds

avec f(s) = (82 — vg(1 + £6,)) 1G(s).
En utilisant le fait que la fonction G(1) ainsi que toutes ses dérivées GW(t) vérifie un probléme de type
(1.5) et la relation (1.19), on déduit la relation suivante :

1
Dysdl = Oy,
/,;,”G( n;dl’ v+v,?jah n;18dT,

qui montre que le calcul de a;(f) ne nécessite pas la connaissance explicite du relévement.
En vertu de ce qui précéde, a; s’exprime donc sous la forme :

3 f:l (/ot Ej(t - s)wp(s)ds) (/B' b(z)njwd[‘)

1 p=

1
a;t) = —
5t = ——
ol on a posé : wy(s) = Bp(8) — vg(vp(s) + cvp(s)).
L’intégrale sur B, se calcule analytiqguement et l'intégrale de convolution en temps peut également s'es-
timer analytiquement dés lors que les lois des mouvement de batteurs sont représentées sur une base de
fonctions temporelles (base harmonique par exemple).

L’implémentation informatique de ces formules de représentation spectrale ne souléve pas de difficultés.
Il faut néanmoins veiller & utiliser des expressions stables, les fonctions de Bessel modifiés ainsi que les
fonction ch tendant trés rapidement vers Pinfini.

Afin de valider ces représentations spectrales on a été amené a programmer le cas ol les données initiales
0, Tlo ainsi que la donnée sur les batteur A(t) sont construits comme les traces d’une onde plane, solution
des équations en domaine non borné. Les calculs précédents, bien que plus compliqués (particuliéerement
dans le cas circulaire), aboutissent encore & des expressions analytiques.Nous renvoyons a Lunéville [7 ]
pour plus de détails.
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2.3 RESULTATS NUMERIQUES
o Précision de la méthode

Afin d’estimer la précision de la méthode, nous avons cherché a calcuier I’écart entre la représentation
spectrale avec N, M modes du potentiel d’'une onde plane et I'onde plane. Les résultats que nous pré-
sentons concernent le cas d’une cuve carrée, de c6té 1 et de profondeur 1. N (resp.M) représent le nombre
de modes suivant z (respy). L’onde plane a pour longueur d’onde k = 4x et est de direction %, ce choix
ayant été fait pour vérifier des propriétés de symétrie.

Sur la planche I, nous avons représenté les lignes de niveau du logarithme décimal de 1’écart entre le
potentiel calculé et le potentiel de 'onde plane en fonction de N et M, & un instant donné, pour £=0 et
en différents points du domaine : (.5,.5,.5) un point intérieur, (.5,.5,0) le centre de la surface libre et
{.0,.0,.0) un coin de la surface libre. A titre de comparaison, nous donnons en ce dernier point ’erreur
obtenu avec ¢ = .01.

On note tout d’abord, que sur toutes les représentations d’erreur, les ligne d’isovaleurs sont symétriques
par rapport & la droite N = M, ce qui montre que le programme conserve la symétrie de la donnée.

Par ailleurs, on observe que la précision est excellente & 'intérieur du bassin car pour N = M =10
on atteint la solution avec 6 chiffres significatifs; la simple précision machine (10~7) étant alors atteinte
dans certains calculs. Elle est nettement moins bonne sur la surface libre (4 chiffres significatifs avec
N = M = 35) et se détériore dans le coin (seulement deux chiffres significatifs avec N = M = 35). Par
contre, elle s’améliore lorsque ¢ > 0.

La trés bonne précision a I'intérieur du domaine est du a un effet local de régularité de la solution, lié au
fait que la solution est harmonique. La convergence est alors spectrale (plus rapide que tout polynome).
L’amélioration de la précision lorsque £ > 0 est également liée a des propriétés régularisantes que posséde
le modéle ammorti. Ces résultats mettent également en évidence des convergences ponctuelles en espace,
ce qui va au dela des prévisions les estimations théoriques. Les séries étant généralement alternées, la
convergence n’est pas monotone vis-a-vis du nombre de modes {pics).

» Simulation dans une cuve cylindrique

Sur la seconde planche de résultats, figure 1’¢lévation de la surface libre, & différents instants, d’un bassin
cylindrique (de rayon 1m) équipé de 40 batteurs plans articulés au fond et situés sur la demi-circonférence
du bassin. Les lois de mouvement de ces batteurs ont été obtenues par projection de la trace normale
d’une onde plane (de longueur d’onde .25m) avec départ différé de chacun des batteurs, le bassin étant
initialement au repos. Cette simnulation a été réalisée avec 800 modes. Les vitesses de propagation sont
en accord avec la théorie.

CONCLUSION

Au dela de son intérét dans le domaine de la simulation directe, ce modéle de décomposition modale est
trés adapté au calcul de lois de commande optimales de batteurs et de lois de rétroaction stabilisantes
Des résultats de cette nature ont été obtenus pour un canal a houle (situation bidimensionnelle) (voir

[8])-
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PLANCHE 1
Précision de la méthode vis-a-vis du nombre de modes
(logarithme décimal de ’erreur)
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PLANCHE I
Simulation dans une cuve cylindrique




