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Résumé
Le probléme abordé ici est celui du calcul numérigue de l'écoulement autowr d’un navire progressant d
vitesse constante dans une mer initialement calme. Le fluide est supposé Newtonien et incompressible et l'on
résout les équations de Navier-Stokes moyennées par une méthode de différences finies. La turbulence est prise en
compte par une modélisation algébrique de type Baldwin-Lomax. Nous écrivons les conditions de surface libre
compléies et proposons une méthode pour lever Uincompatibilité avec les conditions d'adhérence. Les résultats
numériques, oblenus sur une caréne de Wigley, sont comparés a des résultats expérimentaux déja publiés.

Summary
We present here a numerical method for solving free surface flow around a ship with forward speed in
calm water. The fluid is supposed to be newtonian and we solve the Reynolds averaged Navier-Stokes equations
(RANSE) by finite difference method. Modelisation of turbulence is achieved by the algebraic model proposed by
Baldwin and Lomax. The fully non-linear free surface conditions are satisfied in the model and we propose a
method to avoid the incompability between free surface conditions and no-slip condition at the waterline.

Numerical results are obtained for the Wigley hull and are compared to experimental results.
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1. INTRODUCTION

Classiquement, I'étude numérique de 1'écoulement d'un fluide, supposé incompressible, autour d'une
caréne de navire, peut &tre abordé selon deux approches distincies. Soit on fait hypothse du fluide parfait
irrotationnel et on résout le probl2me par la méthode des singularités, en tenant compte des effets de surface libre,
linéaire ou non-linéaire, soit on tient compte du caractére visqueux du fluide mais on ne résout les équations de
Navier-Stokes, complates ou approchées (équations parabolisées, équations de couche limite) que pour le double
modele, c'est & dire sans condition de surface libre.

Dans le premier cas, 1a solution du probléme, régic uniquement par le nombre de Froude, permet de
calculer le champ de vagues créé par la cardne en déplacement, et finalement sa résistance de vagues. Les
décollements sur I'arrizre du corps, les profils de vitesses dans la couche limite, les résistances de frottement et de
forme sont inaccessibles par cette théorie et sont Fapanage de la deuxieéme méthode. L'écoulement visqueux alors
calculé ne dépend que du nombre de Reynolds et ne permet pas d'accéder au champ de vagues ni bien sur a la
résistance de vagues.

La mise en oeuvre de deux codes de calcul, basés sur chacune de ces deux théories, permet d'obtenir, en
faisant I'nypothese difficilement controlable d'un découplement des efforts d'inertie et de viscosité, I'ensemble de
la résistance 4 I'avancement du navire.

Le succds de ceute technique est dii en grande partie au fait que pour des échelles de grandeurs réalistes et
pour des navires aux formes simples, le probléme de la résistance de vagues est peu couplé avec le probl2me
visqueux. En d'autres termes, on peut considérer, en premiére approximation, que la résistance de vagues est
essentiellement fonction du nombre de Froude et que le frottement ne dépend pratiquement que du nombre de
Reynolds.

Cependant, cette approximation est prise en défaut dés que les effets visqueux se manifestent 3 proximité
de la surface libre (épaississement de la couche limite sur l'arriere, décollement...). On constate alors une forte
dépendance du champ de vagues avec le nombre de Reynolds et des profils de vitesses avec le nombre de Froude.

Les équations de couche limite peuvent constituer une alternative séduisante au probléme puisqu'elles
couplent naturellement un calcul de type visqueux avec la solution en fluide parfait. Nous avons montré que
l'adjonction des conditions de surface libre linéarisées dans le calcul du champ de pression reste consistant avec les
hypothéses de couche limite. Un couplage faible par Iintermédiaire des vitesses de transpiration peut alors étre
réalisé. Cela permet, dans une certaine mesure, de tenir compte des effets de couche limite dans le calcul fluide
parfait. Malheureusement la convergence du processus reste délicate, particuliérement pour les faibles nombres de
Reynolds. De plus on se heurte toujours aux problémes inhérents 2 la formulation et au couplage faible:
impossibilité de calculer des écoulements décollés, indétermination des résultats concernant les grandeurs locales
pour des géométries concaves.

Nous présentons dans cet article une méthode numérique, fondée sur la résolution des équations de
Navier-Stokes completes, permettant de calculer des écoulements 3 surface libre, tridimensionnels,
incompressibles et turbulents autour d'une caréne de navire.

L'écriture des équations en coordonnées cartésiennes (Tummac) pose des probiémes pour la prise en
compte des conditions d'adhérence sur le corps ainsi que des conditions aux limites sur la surface libre. Ce type de
discrétisation n'autorise pas une finesse de maillage suffisamment élevée pour pouvoir décrire convenablement un
profil de couche limite aux forts nombres de Reynolds. De plus I'intégration des efforts sur la représentation de la
carene discrétisée est trés imprécise. Nous utiliserons donc les équations de Navier-Stokes écrites dans un repere
curviligne tel que la caréne et la surface libre représentent, 4 chaque instant, des surfaces de coordonnées. Les
équations sont résolues sous forme instationnaire par une méthode 2 pas de temps, I'évolution de la surface libre
impose de travailler dans un repére curviligne adaptatif.

Les inconnues indépendantes sont: les trois composantes cartésiennes physiques de la vitesse et la
pression. Nous utiliserons donc la wansformation partielle des équations.

La fermeture des équations est assurée par un modle de wrbulence de type Baldwin-Lomax utilisé sans
fonction de paroi. Cette approche permet de tester les performances réelles du modtle mais nécessitent un
maillage trés fin prés des parois et un préconditionnement des syst2mes linéaires.

Les conditions de surface libre compl2tes du probléme sont €crites sur la position réelle de la frontidre.
La condition cinématique est utilisée pour réactualiser 1a position de la surface libre 2 Ia fin de chaque itération.
La condition dynamique normale est écrite comme une conditon de Dirichlet pour la pression, les conditions
dynamiques tangentielles sont interprétées sous forme de conditions de Neumann pour les vitesses.
Malheureusement ces conditions sont mathématiquement incompatibles avec les conditions imposées sur le
corps: la condition d'adhérence inhibe la montée de la surface libre le long de la carne et induit des contraintes
beaucoup trop importantes. Deux solutions sont alors envisageables, soit une relaxalion des conditions
d'adhérence, soit I'annulation des contraintes d'origine visqueuse au voisinage de l'intersection de 1a car2ne avec la
surface libre.

Apres avoir présenté les équations qui régissent I'écoulement, nous proposons une méthode générale de
résolution numérique concernant les problémes de maillage et de remaillage, la discrétisation des équations de
quantité de mouvement et de continuité, le couplage vitesses-pression, la résolution des systémes linéaires et le
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préconditionement, les conditons de surface libre. Nous terminerons enfin par une présentation des résultats
obtenus pour une caréne de Wigley.

2. EQUATIONS
2.1. Forme primitive des équations

Les équations de Navier-Stokes sont écrites dans un repere orthogonal supposé galiléen, (x1,x2,x3). Les
inconnues sont Jes composantes cartésiennes physiques de 1a vitesse moyenne, (ul.uZ,u3), ainsi que la pression
moyenne, P. Les forces gravitationnelles, indispensables & un calcul avec surface libre, sont prises en compie par
I'intermédiaire du changement de variable: p=P+pgx3. Nous utiliserons une loi de fermeture newtonienne pour les
contraintes de Reynolds faisant intervenir la viscosité turbulente vy, ainsi que I'énergie cinétique de la turbulence
k. Le fluide est supposé incompressible,
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2.2. Espace de calcul

Le domaine physique, dans lequel I'écoulement est calculé, est limité par le plan d'entrée amont, le plan
de sortie aval, la caréne, son plan de symétrie et 1a surface libre. La simplification des conditions aux limites sur
la caréne et sur la surface libre passe par l'utilisation de coordonnées curvilignes (e1,62,e3) transformant le
domaine physique en un domaine de calcul parallélépipédique dans lequel la surface libre et la cargne sont des
plans. Les directions &1, €2 et €3 sont explicitées ci-dessous.

La transformation partielle consiste a réécrire les ¢quations de Navier-Stokes pour les variables (u)ep
dépendant des coordonnées (i), La transformation totale, qui utilise les composantes contravariantes de la vilesse,
et nécessite le calcul et le stockage des coefficients de Christoffel, ne sera pas utilisée.
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L'originalité d'un calcul avec condition de surface libre est qu'il s'effectue dans un espace physique
évoluant avec le temps alors que l'espace de calcul reste fixe. La métrique utile 2 la transformation est constituée
du jacobien J, du repére covariant aj, des vecteurs surfaces orientées bj, du tenseur métrique contravariant gij, des
paramétres de contrdle de grille fi et des vitesses de déformation de I'espace physique vgi. Tous ces paramitres
évoluent avec le temps conjointement 2 la surface libre,

aijﬁ , J=det(ai) , b'=arm (i,j,k)cyclique , g¥=L1b% , f“:lw \?,:.aii
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2.3. Le modeéle de turbulence

Le modz2le de turbulence, indispensable d&s que I'on veut traiter des nombres de Reynolds réalistes pour
un navire, vient préciser le calcul de la viscosité turbulente et de I'énergie cinétique de la turbulence introduits par
la relation de fermeture newtanienne, Le mod2le retenu est de type Baldwin-Lomax. Il s'agit d'un modile
algébrique reliant les contraintes de Reynolds au champ de vitesse moyen. Ce mod2le est utilisé conjointement a
une fonction d'amortissement de paroi de Van-Driest, mais sans loi de paroi. Les effets de surface libre ne sont
pas modélisés, cependant si la correction de Degani-Schiff se révéle suffisante pour le double modele, la condition
de surface libre induit de grosses irrégularités dans le calcul de la frontidre entre 1a zone interne et la zone externe
et-donc dans le calcul de la viscosité turbulente et de 'énergie cinétique turbulente. Nous avons remédié a ce
probléme en limitant la rechesche de cette frontidre & la couche limite et non plus & I'ensemble du profil qui
s‘éend de la caréne au bord extérieur du domaine de calcul,

2.4. Les conditions de surface libre

Les conditions de surface libre se décomposent en une condition cinématique et trois conditions
dynamiques.

La condition cinématique traduit le fait que les particules fluides ne quittent pas la surface libre, c'est &
dire, si h représente I'élévation de surface libre: Dh/Dt = u3, soit en coordonnées cartésiennes:

gh  g1dh 20h s
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Les conditions dynamiques traduisent la continuité des contraintes sur la surface libre. Alors qu'en fluide
parfait seule la continuité des contraintes normales, qui se traduit par la continuité des pressions, peut éwe prise
en compte, en fluide visqueux on vérifie la continuité de la composante normale et des composantes tangenticlles
a la surface libre.

Le tenseur des contraintes s'exprime de la fagon suivante:
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La i®me composante de la contrainte sur la surface libre s'écrit donc

S

On obtient alors la composante normale de la contrainte sur la surface libre:

La condition dynamique normale s'écrit donc en coordonnées cartésiennes:

v représente le coefficient de tension superficielle et ry et rz sont les deux rayons de courbures principaux

de la surface libre.
Compte tenu du fait que ag.b3 = 0 (pour @ = 1 ou 2) sur la surface libre, 'annulation des composanies

tangentielles de la contrainte nous donne en coordonnées cartésiennes:
ou' &u’) 3
Ty=0 <=> [—+—]|badi=0
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La transformation partielle, permettant de passer des coordonnées cariésiennes aux coordonnées
curvilignes de l'espace de calcul est appliquée aux équations ci-dessus. La condition cinématique, la condition
dynamique normale et les conditions dynamiques tangentielles s'écrivent respectivement;
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3. RESOLUTION NUMERIQUE
3.1. Maillages

La convergence vers 1'é1at stationnaire est réalisée griice a des itérations sur I'opérateur non-linéaire. A la
fin de chacune de ces itérations une nouvelle surface libre est calculée et un nouveau maillage, adapté A I'espace
physique, doit &tre généré. Les algorithmes de maillages, méme algébriques, restent relativement coiteux en
temps CPU d&s l'instant ofl il s'agit de les mettre en oeuvre 4 chaque itération. Nous proposons un schéma de
maillage et de remaillage, numériquement plus rapide.

Un premier maillage, monobloc structuré, est calculé par une méthode d'interpolation transfinie. 1l
s'appuie sur les faces amont et aval ainsi que sur la caréne, préalablement discrétisée jusqu'a une cote supposée
non atteinte par la surface libre. Ce maillage est orthogonalisé, dans la mesure du possible, par adjonction de
conditions sur les dérivées, aux frontieres du domaine. Des fonctions de contrble permettent d'adapter la
concentration du maillage le long de la caréne de fagon A capturer au mieux la couche limite (concentration plus
forte sur l'avant que sur l'arri¢re du navire), Enfin, un lissage est effectué, dans le but d'atténuer la propagation de
la discontinuité de pente entre la cartne et le plan de symétrie, le long des lignes de maillage.

Ce maillage va servir de base i tous les remaillages successifs: l'opération consiste en fait 4 couper le
maillage initial par la surface libre tout en conservant le caractére structuré du bloc considéré ainsi que le nombre
de mailles dans chacune des trois directions {€1,£2,e3). Pour ce faire on considere indépendamment chaque ligne
de maillage aboutissant 2 la surface libre (ligne en €3) sur laquelle on répartit les points en fonction de la
nouvelle hauteur de surface libre, On conserve sur cette nouvelle ligne le méme rapport d'abscisses curvilignes de
facon A conserver l'étirement initial du maillage.

L'avantage de cette méthode est, sans aucun doute, la rapidité de calcul, 1a contrepartie étant une perte
éventuelle de l'orthogonalité, puisque celle-ci n'est plus controiée.

Les inconnues de vitesses ainsi que celle de pression sont localisées aux noeuds du maillage (disposition
collocative centrée aux noeuds).

3.2. Discrétisation des égquations
3.2.1. Equation de continuité

La discrétisation de I'équation de continuité fait intervenir neuf dérivées du premier ordre sur les vitesses
{chaque composante de vitesse dans les trois directions du maillage). Une maille classique A sept points utilisant
des schémas de différences finies centrés pour chaque dérivée peut étre envisagée. Cette méthode, qui A 'avantage
de ne pas nécessiter d'interpolation pour une disposition collocative centrée aux noeuds, pose le probléme du
découplage pair-impair. Pour cette raison nous avons préféré utiliser des différences finies décentrées utilisant une
maille plus petite A quatre points; en outre, cette technique utilisée de pair avec une discrétisation du gradient de
pression décentrée dans les trois directions opposées, fournit naturellement une discrétisation de I'équation de
pression 3 treize points offrant un meilleur conditionnement de la matrice que les différences finies centrées pour
la divergence et le gradient.

3.2.2. Equations de quantité de mouvement

Moyennant le changement de variable £i* = ¢if(gii)0.5, I'équation de transport peut se metire sous la
forme linéarisée suivante:

Dyitel* + B + Do = 2400 + 2BOg + 2C0e* + DO + So

< représente I'une quelconque des composantes de vitesses, les termes de convection A, B, C, et les
termes sources Sq sont explicités au pas de temps précédent. La discrétisation ne porie donc que sur les dérivées
du premier et deuxiéme ordre en ei*. Afin de limiter le phénomene de diffusion numérique mais aussi pour
obtenir des coefficients continus avec les vitesses de convection, des schémas de discrétisation plus élaborés qu'un
schéma de différences finies décentré amont ont été testés.
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Le schéma finite analytic bidimensionnel associé 2 un schéma uniexponentiel dans la troisitme direction
repose sur le découplage suivant de I'équation de tranport:

B + QFe - 2BOT - 2A0T =g
- @ - 200 + D+ So=g

La discrétisation de la premitre équation est réalisée par la méthode finite-analytic de Chen et Chen: on
utilise une maille bidimensionnelle A neuf points et on suppose que les conditions aux limites sur les quatre
bords de 1a maille sont données par quatre fonctions sous la forme de combinaisons linéaires d'une exponentielle
et d'une fonction affine. La solution analytique, sous I'hypothése de g constant sur la maille, s'écrit alors:

g
=), Cidr - Cig
i=1
En supposant S¢ constant sur la maille de discrétisation on peut résoudre la deuxime équation comme

une équation différenticlle linéaire du premier ordre & cocfficients constants en ®gl*. Sur une maille
monodimensionelle classique & trois pointson a :

(Cu + Ca) @p - Cuu - Cathy = g - So - Ddx

Le regroupement de ces deux &quations, moyennant une discrétisation décenrée des termes
instationnaires, nous fournit la discrétisation de I'équation de quantité de mouvement sur une maille spatiale a
onze points et une maille temporelle 4 deux points.

(1 +C,,{Cu+C¢)+CFg)d>p=i Cidli+Cp(Cu¢u+Cd¢a+]t2¢g-1_So}

i=1

Cette technique de discrétisation réclame cependant un calcul relativement coliteux des coefficients du
schéma finite analytic faisant intervenir une série infinie dont la convergence numérique est parfois difficile &
obtenir et les développements asymptotiques imparfaitement maitrisés. Il convient également de remarquer le
caractére dissymétrique de la discrétisation qui fait apparaitre une direction de maillage privilégiée.

el
23 D
2z 7 1°
7’
5 2.
P £ ®
7 3
schéma achéma
U finite-analytic 1- multiexponentiel

Le schéma multiexponentiel repose sur une décomposition symétrique, par dimension d'espace de calcul,
de I'équation aux dérivées partielles. L'opérateur multdimensionel est représenté par un ensemble d'opératcurs
différentiels. Dans chaque direction on résout une équation différentielle linéaire et on obtient:

- Ogre + A + g =0 ==> wct--zAmr=al-(-¢p+c;¢:+c:¢s*)
pi

La discrétisation générale s'écrit alors:

3

1
):L_(-mp+ca¢;+c-.‘d>:)=so+n“i'ti

i=l pi
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Les coefficients ainsi obtenus, tout comme pour le schéma finite-analytic, sont tous positifs et
assureront un bon conditionnement de la matrice des vitesses. Les avantages de ce schéma A sept poinis sont la
simplicité et la rapidit¢ de calcul des coefficients dont le stockage ne nécessite qu'un faible encombrement
mémoire. Cependant ce schéma apporte trop de diffusion numérique pour les grands nombres de Reynolds de
maille,

Pour remédier 3 ce défaut on peut combiner le schéma multiexponentiel avec un schéma de différences
finies décentrées amont. On passe d'un type de discrétisation a 'autre, de fagon continue, pour un nombre de
Reynolds de maille situé aux alentours de deux.

3.3 . Couplage vitesses-pression

A chaque pas de temps nous sommes en présence de deux systeémes linéaires 4 résoudre simuitanément.
Le systdme linéaire dérivant des équations de quantité de mouvement et le sysiéme linéaire traduisant la
conservation de la masse:

(E-A)U+GP=f (s1) , DU=g (s2}

U et P représentent les inconnues de vitesses et de pressions aux noeuds du maillage; la matrice des
vitesses est scindée en une matrice purement diagonale E et une matrice 4 diagonale nulle -A; G et D contiennent
les coefficients de discrétisation des opérateurs gradient et divergence; les termes sources ainsi que les conditions
aux limites sont pris en compte dans les matrices f et g.

Si le champ de pression était connu 2 priori, 1a résolution du syst2me (s1) permettrait de déterminer le
champ de vitesses. Malheureusement le champ de pression ¢st inconnu et I'équation pour le déterminer
indépendamment du champ de vitesses s'obtient par combinaisons linéaires des syst2mes (s1) et (s2):

D(E-A)'(f-GP)=¢g

Le probléme réside dans la quasi impossibilité & I'heure actuelle de résoudre numériquement le sysi2me.
En effet, il faudrait, pour ce faire, inverser (E - A) par une méthode directe de mani2re 2 calculer D (E - A)* G.
L'inversion de cette dernidre matrice reléve de l'utopie puisqu'elle est pleine et que m&me son stockage poserait
des difficultés pour les maillages envisagés (environ 10° points).

Le principe adopté par l'algorithme de résolution itératif SIMPLER est basée sur l'utilisation de E
comme inverse approchée de (E - A). L'équation de pression devient alors;

(DE'G)P=DE'(AU +1)-g

L'algorithme employé pour résoudre I'équation de quantité de mouvement et 'équation de pression est le
suivant:

¢} Calcul du champ de vitesses purement advectif: U'=g! (AU -1, ]
@ Calcul du champ de pression de I'étape précsdente: P! = (DE'G) (DU" - )
3 Résolution de l‘éclllation de quantité de mouvement; v = (E- A)'1 (- GPk‘l)
) Le champ de vitesses U n'étant pas & divergence nulle, celui-ci est corrigé par les deux étapes
suivantes:
@ Calcul de la correction de pression; P = (DE'IG)'I (DU“ -2
(5  Calcul du nouveau champ de vitesses 2 divergence nulle: U¥ = U** - E'lGP'

3.3. Résolution des systémes linéaires

La résolution de l'algorithme SIMPLER impose l'inversion de trois systémes linéaires, un sur les
vitesses de matrice E - A (étape (3)) et deux sur la pression et la correction de pression de matrice DE''G (étape
(2) e1 (4)). Ces matrices sont trés creuses et l'utilisation d'un maillage structuré permet de repérer a priori la
position des valeurs non nulles. On a donc choisi une méthode itérative pour résoudre les systémes.

L'inversion du systtme dont les inconnues sont les vitesses ne pose, en principe, pas de probléme. En
effet les schémas analytiques (exponentiels, finite-analytic) tout comme les différences finies décentrées amont
fournissent des coefficients positifs qui assurent la dominance diagonale de la matrice E - A,

Les syst2mes étudiés n'étant en général pas symétriques, nous ne pouvons pas employer un simple
algorithme de gradient conjugué. La méthode de I'équation normale qui consiste & symétriser la matrice du
systéme en la multipliant 3 gauche par sa ransposée Ieve la difficulié, d'autant plus que la nouvelle matrice ainsi
géncrée est nécessairement symétrique et positive, ce qui assure théoriqguement la convergence de I'algorithme.
Malheureusement le nombre de conditionnement du nouveau systeme devient le carré de celui du syst2me initial
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et la convergence du processus s'en trouve ralenti, Nous utiliserons donc pour inverser la matrice une méthode du
double gradient conjugué pour laguelle le systtme transformé quoique deux fois plus important conserve le
conditionnement du systéme initial. La rapidité de la résolution s'en trouve considérablement améliorée. Bien que
1a convergence de cet algorithme ne soit pas mathématiquement démontrée (la nouvelle matrice du sysieme n'est
pas nécessairement positive) nous n'avons pas rencontré ¢n pratique de matrice des vitesses pour laquelle le
double gradient conjugué utilisé diverge.

Le systdme linéaire sur la pression et la comection de pression pose beaucoup plus de probléme. En
effet, non seulement rien n'assure la dominance diagonale de la matrice, comme pour le calcul des vitesses, mais
encore la finesse du maillage nécessaire A une bonne description des profils de vitesses dans la couche limite sans
utiliser de fonction de paroi, augmente considérablement le nombre de conditionnement du sysiéme.,

Le paradoxe réside dans le fait que dans la couche limite les vitesses varient trés rapidement ¢t sont
faciles A calculer, alors que la pression qui elle ne varie que faiblement est difficile  appréhender.

La condition de surface libre ne simplifie pas le probléme, puisque contrairement aux calculs en
configuration de double mod&le, le nombre de conditionnement du systéme croit de fagon significative au cours
des iérations, c'est A dire durant la montée de la surface libre,

Le nombre d'itérations nécessaires 2 une méthode de double gradient conjugué pour inverser le systéme
devient rapidement énorme. Dans certains cas on constate méme une divergence de F'algorithme de résolution. Un
préconditionnement de la matrice DE G devient alors indispensable, non seulement pour diminuer de fagon
sensible le temps CPU mais aussi, tout simplement pour permetire 3 la méthode itérative utilisée de converger.
Le préconditionnement consiste 2 multiplier 2 gauche le sysiéme Ax = b par une matrice M de telle sorte que le
nombre de conditionnement de la nouvelle matrice M™' A soit trés inférieur au nombre de conditionnement de A.
Le nouveau syst®me 3 résoudre devient : MIAx=M"D.

La méthode du double gradient conjugué préconditionné par une matrice M consiste a effectuer les
opérations suivantes jusqu'a ce que fjmax/ro < €.

ro=b-Axp , To=b-A'% , po=z20=M'ro , PP=z20=M"ro
pour ) =12 jmax
o5 =(%, %)/ (5, AB) + X1 =X+ D)
Ga=T-0Ap; , T =Tj- GATD
zn=Mna , Zi=M'Ta
Bi=(Te1,zin )/ {7,2%) , Ba=BB+za , P=pBi+za

I est évident que si M = Iy (matrice identité), il n'y a pas de préconditionnement ¢t que M = A est le
préconditionnement théorique le plus intéressant mais dans ce cas la question du calcul de M? = A" subsiste. Le
probléme consiste en fait en la détermination d'une matrice M "approchant A" et facilement inversible. Pour ce
faire, nous écrivons M sous la forme d'une décomposition LU incomplete. Nous imposons de plus, 2 1a structure
de M de copier celle de A. La décomposition s'écrit:

M=LU , L=(1+a)a" , U=(u+4)

Avec 1 et u matrice triangulaire inférieure et triangulaire supérieure stricte de A et A matrice diagonale
telle que diag (M) = diag (LU) = (2 - ©) diag (A) définie par récurrence de la fagon suivante:

i-1 .
Ai=0Ai- Y, Auhit
Fl 4

La matrice M = LU est facilement inversible par la méthode classique du double balayage:
Mx=y <==> Lz=y et Ux =z L'inconvénient de cette méthode récurrente est qu'elle n'est pas vectorisable
sous cette forme. Divers algorithmes, tel que celui utilisant une décomposition en série de Neumann, permettent
de vectoriser l'inversion des systémes triangulaires. Ceux-ci doivent cependant &tre utilisé en fonction des
performances en calcut vectoriel de l'ordinateur considére.

3.4 Discrétisation des conditions de surface libre
3.4.1 Condition cinématique

En tenant compte du fait que h, la hauteur de surface libre, ne dépend que des variables t, elete?, la
condition cinématique peut s¢ mettre sous la forme suivante:
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gh  a10h a0k 8y
o 9¢! oe?
Al =§bi(u‘ - V};)+:1fb5(u2 - V§)+§b:1a(u3 v, A2=:}b§(u‘ -vi)+ 1hi? - vi)+ Tib ol - )

Ceite condition permet de réactualiser la position de la surface libre 2 la fin de chaque itération en temps.
Aprds discrétisation de I'équation, on obtient la nouvelle élévation de surface libre, en résolvant un systme
linéaire. Afin de nous affranchir de la résolution de ce systtme et donc de gagner en temps de calcul, nous
utiliserons une discrétisation décentrée des teemes des dérivées spatiales. Cette méthode nous donne 1'€lévation de
surface libre sous la forme d'une relation de récurrence explicite. Les dérivées en ¢h/dg sont discrétisées 2 'aide
du schéma a quatre points de Dawsan de fagon A limiter I'amortissement numérique excessif introduit par une
discrétisation 3 deux peints.

L'équation cinématique de surface libre discrétisée s'écrit;

k k13
%4— A'Y Chiyj + A* (bl -hE)-w®=0
=0
C'est A dire:
3
h,%—'l +ud - 1A! E C]hik.l_,' -tA? hhju
=1

X
hij= 1 2
1+1ACop- 1A

Les termes C; sont les coefficients du schéma de Dawson & pas constant. L'indice k fait référence au
temps et les indices i, j représentent, respectivement, les directions €1 et €2. Cette relation nécessite, pour
pouvoir &tre utilisée, des conditions initiales 2 t = 0 et des conditions aux limites sur les bords €1 = glpy;n €t £2
= £2max. Celles-ci s'écrivent:

hi?i=0 . h]f,,':O . Hu,_:() p(mrmut(i,j)

Il nous parait important de souligner les difficultés numériques rencontrées au voisinage de 1'intersection
de la surface libre et de 1a caréne. En effet, sur la caréne, ul = u? = u3 = 0 et les composantes contravariantes de
la vitesse de déformation du maillage dans les directions 1 et 2 sont nulles ce qui assure la nullité de Al et A2,
La seule solution pour empécher la condition cinématique de surface libre de dégénérer en dh/dt = 0 (auquel cas la
surface libre ne monte pas le long de 1a cardne ) est que 9h/de2 --> oo sur la caréne de telle sorte que A2 oh/9g?
tende vers une valeur finie non nulle, Cette singularité mathématique étant difficile 2 manipuler numériquement,
on calculera 1’élévation de surface libre sur la caréne par oh/de2 = 0.

3.4.2. Conditions dynamiques

La condition dynamique normale est prise en compte sous la forme d'une condition de Dirichlet en
pression, tous les termes du second membre étant explicités au pas de emps précédent. Les dérivées idres des
vitesses sont exprimées 3 l'aide de schémas de différences finies centrés dans les directions €1 et €2 el décentrés
dans la direction £3.

Le terme de tension superficielle est généralement introduit dans les calculs pour régulariser
numériquement la surface libre. Cependant, la finesse du maillage 2 1a paroi utilisé dans cette étude, rend tr2s
instable le calcul des rayons de courbures et induit de grosses irrégularités sur la pression et une divergence du
code.

D'autre part, la prise en compte des contraintes visqueuses normales 3 1a paroi, qui peuvent &tre trds
importantes dans la couche limite, est néfaste 4 1a convergence globale des itérations. Celles-ci sont donc relaxées
continuement dans la couche limite de telle sorte que la condition dynamique normale tende, sur la carzne, vers la
condition de fluide parfait (Re --> +o0).

Les conditions de surface libre dynamiques tangentielles sont introduites sous la forme de deux
conditions de Neumann sur les vitesses u! et u2. Les équations s'écrivent, sous forme développée:

du du oul ou? du’® au® u’® du? au®

—=F1,1—--+F1 —+F2'1—+F2'2-—+F.3——+F —+F3 -—+F —

% e “ae “ael | T Mol Mgl Haa2l ¥oa
du? u! ou! ou! du? Ju? au® ou® ou?
NGB Gra P 4 Gia 4 Gy B 4 G O Gy 80 5y, 30 gy, B
oe® oe! oe? aed a¢! de? oe! g oe? g oe?
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Kix = bibiay; + bibfa;; + bib3ay; + bibdasg + biblay + biblara
Lix = biblag + bibfaz: + biblas: + bibace + biblac: + bibiass
Kix Lix
Fix=—— , Gx=—-
' Kia Lza

On remarquera que dul/0e3 et du2/de3 peuvent s'exprimer indépendamment a l'aide de I'une ou l'autre
des deux relations ci-dessus, cependant, les tests effectués montrent une meilleur convergence du logiciel lorsque
I'on exprime dui/de3 2 l'aide de la continuité de la contrainte tangentielle dans la direction €.

Les maillages utilisés sont encore beaucoup trop grossiers pour voir apparaitre une couche limite sous la
surface libre, il faudrait pour ce faire étirer, le maillage dans la direction verticale de fagon 2 obtenir une
concentration de points similaire A celle utilisée au voisinage de la caréne, Cela multiplierait de manitre excessive
le nombre de points et n'a pas été envisagé pour l'instant.

Une nouvelle difficulté liée 2 la prise en compte des conditions de surface libre et des conditions
d'adhérence apparait ici. En effet, d'aprés les conditions d'adhérence, on a sur le corps: dui/de3 = O et dui/oel =0
pour tout i. Cette relation réinjectée dans les conditions de surface libre dynamiques donne:

ded oe? oe? e

Les seconds membres de ces équations contiennent les dérivées des vitesses dans la direction £2 normale
a la car®ne. Leur prise en compte aboutit 2 une divergence inexorable du code. La solution numérique retenue
consiste 2 annuler les dérivées des vitesses dans la direction £2 au voisinage de la cardne sur une distance de
1'ordre de 1'épaisseur de couche himite.

3.5. Organisation du code

Le code de résolution, baptisé ELISA, fondé sur la théorie qui préctde, est organisé selon
l'organigramme ci-dessous:

Géométrie du corps, données du calcul,maillage initial
Initialisation des vitesses et de la surface libre

]

Remaillage, intersection avec 1a surface libre

|

Calcul de la métrique

Calcul de la viscosité turbulente
Caleul de I'énergie cinétique de la turbulence

Calcul des termes sourves
Calcul des vitesses de convection

Constitution des systémes linéaires
Prise en compte des conditions aux limites

]

Calcul des champs de vitesses et de pression
. | . { algorithme SIMPLER )
Itérations pour T
améliorer le couplage 1
Calcu! de 1a nouvelle déformée de surface libre

wdway uo sponog

Fin des itérations
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