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Résumé

On présente une méthode générale de calcul d'écoulements instationnaires de fluide parfait
incompressible avec surface libte non linéarisée, en présence de corps immergés. Les équations d’Euler
sont résolues dans un maillage mobile qui suit le mouvement de la surface libre. Aprés discrétisation en
temps par un schéma implicite du second ordre, les équations sont transformées en un systéme pseudo-
instationnaire hyperbolique par rapport a une variable de type pseudo-temps.

La méthode de résolution numérique est une adaptation a ce systéme de la méthode de volumes
finis centrés, avec viscosité artificielle, développée a l'origine par Jameson et al pour les écoulements
compressibles. La résolution en pseudo-temps est basée sur le schéma de Runge-Kutta i cing étapes,
avec incrément local du psendo-temps et un opérateur implicite de lissage des résidus.

Le traitement numérique aux frontiéres, en particulier & la surface libre, utilise les relations de
compatibilité du systeme pseudo-instationnaire.

On présente les premiers résultats obtenus pour le ballottement d’un liquide dans une cuve, sans
obstacle, puis en présence d'une plaque immergée.

Summary

A general method is presented for the computation of inviscid incompressible unsteady flows about
immersed bodies and with a non-linearized free surface. The Euler equations are solved in a free surface-
fitted moving grid. The equations are first discretized in time using an implicit second-order temporal
scheme, then they are transformed into a pseudo-unsteady system which is hyperbolic with respect to a
psendo-time variable,

The numerical sclution method is an adaptation to this system of the finite-volume method with
centered scheme and artificial viscosity originally developed by Jameson et a] for compressible flows.
Resolution in pseudo-time is achieved by means of the five-stage Runge-Kutta scheme, with local pseudo-
time stepping and implicit residual smoothing.

The numerical treatment at boundaries, in particular at the free surface, is based on the use of the
compatibility relations of the pseudo-unsteady system.

First results obtained for the sloshing of a liquid in a tank, without obstacle, then with an immersed
plate, are presented.
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I. Introduction

Les problémes indusiriels d’écoulements i surface libre sont résolus couramment en théorie
potentielle linéaire par des méthodes de singularités [1). Ces méthodes peuvent aussi étre étendues
au traitement non-linéaire exact de la surface libre [2]. L’hypothése d’écoulements potentiels est
cependant restrictive, surtout si 'on s’intéresse aux efforts sur des corps flottants ou immergés tels que les
atténuateurs de houle [21]. La prise en compte des décollements, des zones i écoulement rotationnel et des
effets visqueux en général, améne a la résolution des équations de Navier-Stokes. Notons cependant que
la résolution des équations d'Euler constitue une premiére étape intéressante qui permet de modéliser des
écoulements rotationnels présentant de grandes structures tourbillonnaires, les décollements étant forcés
par des conditions de type Kutta-Joukowski.

PRINCIPIA a entrepris le développement d'une méthode de volumes finis pour le calcul des
écoulements de fluide incompressible, parfait ou visqueux. Cette méthode est basée sur une nouvelle
approche de type pseudo-compressibilité [3]. Son extension au cas instationnaire avec surface libre a été
discutée en [4). Une présentation plus détaillée de la méthode, pour le cas des équations d’Euler, est
donnée ici, et 'on montre les premiers résultats obtenus pour le ballottement d’un liquide dans une cuve.

II. Description du probléme continu

On considére des écoulements bidimensionnels instationnaires d'un fluide parfait incompressible
pesant en présence d’une surface libre et d’obstacles complétement immergés. Deux situations peuvent
étre traitées: soit le cas d’une cuve ayant un mouvement de corps rigide quelconque donné, soit le cas
d’une houle en fluide illimité. Le domaine de calcul D est donc limité par les surfaces suivantes: la surface
libre SL (& calculer); un fond imperméable F; deux frontiéres verticales AB, CD. Ces derniéres peuvent
étre des parois solides (cas de la cuve) ou des frontitres ouvertes (non matérielles, cas de la houle); les
surfaces SC des corps solides immergés.

L'écoulement est régi par le systéme des équations d’Euler instationnaires pour un fluide
incompressible:

—
divli =0

(11.1) R — .
O(pU)/ot+div(pU @ U +pI)=pg +p f:

oli p est la masse volumique (constante), T le vecteur vitesse, p la pression, I le tenseur unité, g
—

I'accélération de la pesanteur, et f; la force d’inertie massique (non nulle si le référentiel de calcul n’est

pas Galiléen).

En coordonnées cartésiennes z,y telles que I'axe Oy soit vertical ascendant par rapport a la
pesanteur, le systéme (II.1) s’écrit, sous forme matricielle:

8§ @OF oG
(11.2) E-}-a-{-a—y—fis
avec
N 0 u v 0
(11.3} Q=plul, F=|pl+p|, G= puvy , §= fi.
v puv pv’ +p fi,—¢

et ol u, v sont les composantes cartésiennes de la vitesse.

Les conditions aux limites du probléme sont les suivantes:
- Suy les parois (corps SC, fond F, parois de la cuve AB et CD), on applique la condition de glissement:

—

(11.4) U.w= WT‘I’

- . . . -
ou W est la vitesse matérielle de la parci et ' sa normale unitaire.
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- Sur Ja surface libre SL,
a) condition cinématique: La surface libre est une surface matérielle sur laquelle la condition de
glissement s’écrit comme (I1.4), mais avec une vitesse normale de déplacement w.w qui est une inconnue

du probléme.
b) condition dynamique: L’eflet de la tension superficielle étant négligé, la pression en un point
quelconque de la surface libre, et & tout instant, est égale A la pression atmosphérique p,:

(11.5) P="Pa
Sur les frontieres ouvertes AB et CD, dans le cas d’un probléeme de houle, on donne une houle incidente

réguliére, qui serait celle observée en I'absence des corps immergés. Cette houle est supposée se propager
de AB (appelée frontiére amont) vers CD (appelée frontiére aval). On applique sur ces frontiéres ouvertes
une ou plusicurs conditions aux limites de type Orlanski [5] pour certaines variables. La condition
d’Orlanski appliquée 4 une variable ¢ traduit I'hypothése qu’au voisinage proche de la frontiere, cette
variable est convectée avec une certaine vitesse (inconnue) vers I'extérieur du domaine, ¢’est-a-dire qu’elle
obéit & une équation de transport de la forme:

(1L.6) 0¢/8t + C4 T .gradg = 0

ol 7 est la normale unitaire sortante , et Cy est la vitesse de transport qui doit étre positive. La vitesse
Cy est inconnue et est calculée en appliquant (IL.6} en un point intérieur du domaine de calcul et proche
de la frontiére ol ¢ est connu. Puis (I1.6) est appliquée au point sur la frontiere pour déterminer ¢ en ce
point.

III. Equations en coordonnées curvilignes et discrétisation temporelle

Pour le traitement non-linéaire de la surface libre, on effectue une transformation de coordonnées
permettant de se ramener & un domaine de calcul fixe dans le plan des coordonnées transformées £, n.
Cette transformation générale de coordonnées est fonction du temps et s'écrit, du plan de calcul vers le
plan physique:

(IIL.1) T=FEnt) sit z=qEnt),  y=alEnt), t=t

ot T est le vecteur position dans I’espace physique.

Par hypothése, cette transformation est telle que la surface libre SL est la ligne de coordonnée
1 = 1 = Ctle. Par construction également, le fond F est la ligne = 0, et les frontiéres latérales AB et
CD sont des lignes { = Cte. Les surfaces des corps immergés SC sont constituées de portions de lignes
de maillages £ = Cte, ou 7 = Cte.

La dérivée en temps d’une grandeur ¢ prise & (£, n) fixés sera notée (9¢4/56t') pour la distinguer de
la dérivée (8¢/8t) qui est prise a z, y fixés. On a la relation:
(111.2) 84/t = 84/0t + W .grads

—
olt W est la vitesse de déplacement d’un point de coordonnées £, 77 fixées:

(111.3) W= o7 /0t

Le systéme (I1.2) se transforme alors sous la forme suivante, qui reste conservative comme (11.2):

8 {Q\ oF aG s
1114 9 [Q) 9 9 _ S
(I1.4) a:*(.r)"'ae"’aq 3

ol J est le Jacobien de la transformation: J = 8(¢, n)/8(z, y), et ol les flux transformés F, G sont
donnés par les expressions suivantes:

- 1 u ~ 1 v
(111.5) F=gz|ml+0)+ipl, G=5|ou(n+7)+nep
pu(e +T) +&yp pu(ne + V) +ny p
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¢t 4, 7 sont les composantes contravariantes de la vitesse:

(III-G) ‘E:ufz'{-'ﬂfy, 6='U-Th:+v7?y

Le systéme (II1.4) est discrétisé en temps, a £, 1 fixés, & ’aide d’un schéma retardé i trois niveaux,
du second ordre, totalement implicite. A Iinstant t"*! = (n + 1)At, et en notant ¢™+! = ¢(t*+1), le
systéme discrétisé en temps s’écrit:

. -~y n4l -y B -~y m—1 -y el —y nu+tl
1 Q Q 3] aF 8G AN
w P (5) () -6) (&) () -0

IV. Méthode de pseudo-compressibilité

Pour résoudre le systéme (II1.7) aux inconnues u*+?, v"*+! p"+! on utilise une méthode de pseudo-
compressibilité qui est une extension au cas instationnaire [4] d’une méthode précédemment développée
a PRINCIPIA pour le calcul des écoulements incompressibles stationnaires [3].

On introduit une variable d’itération 7 appelée pseudo-temps, dont on fait dépendre les inconnues,
et on ajoute a chaque équation du systéme (I1I1.7) un terme de dérivée des inconnues par rapport a4 7. On
obtient ainsi un systéme d’équations pseudo-instationnaires ol r joue un réle analogue 3 celui du temps
physique dans les méthodes instationnaires. L'intégration de ce systéme pas a pas en 7 conduit & la
solution u"+!, v"+1, p"+1 lorsque les dérivées en T sont suffisamment petites. Cette approche, proposée
il y a vingt cinq ans par Chorin [6] et par Yanenko [7] pour le cas des écoulements stationnaires, a été

étendue aux écoulements instationnaires depuis quelques années (par ex., Réfs. [8] a [10]).

La méthode développée & PRINCIPIA repose sur une analyse générale des systémes pseudo-
instationnaires [11] et sur la recherche d’un systéme ayant une forme mathématique la plus proche possible
de celle des équations d’Euler instationnaires en fluide compressible [3]. Pour cela, on exprime la pression

en fonction d'une variable 5 dite pseudo-masse volumique, et jouant le réle de la masse volumique d’un
fluide compressible fictif:

(1v.1) "t = G(p)

Le systéme pscudo-instationnaire associé au systéme (II1.7) qui est retenu utilise comme variable de base:
(1v.2) Q=7|ut!

et a la forme suivante:

(IV.3) -~y 4l -~y 1+l
+ aF + % B (E)'I‘FI
3¢ an =P\7

Dans ce qui suit, on omettra I'indice supérieur n + 1 sur toutes les grandeurs au temps "+,

Comme en fluide compressible, on impose au systéme {IV.3) d'étre hyperbolique par rapport 3 7.
On montre [11], [3], que cette condition se traduit par les deux conditions suivantes:

(Iv.4) p>0

(1v.5) G'(p)>0
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Le choix de la pseudo-loi d’état (IV.1) a fait I'objet d’une analyse théorique et d’essais numériques
[3) qui ont conduit a la loi suivante:

(1V.6) p=pU2 LnE +po

ou Uy, po sont des constantes données ayant les dimensions respectivement d’une vitesse et d’une pression.
Des lois de forme plus générale p = G(p,U), ot U est le module de la vitesse, ont aussi été étudiées
dans [3]. Certaines peuvent conduire & une convergence plus rapide que la loi (IV.6) mais la condition
d’hyperbolicité entraine des limitations pour les variations de la vitesse et de la pression, ce qui rend
l'utilisation de ces lois plus délicate d’un point de vue pratique.

V. Méthode de résolution numérique

Le systéme (IV.3) est résolu numériquement par la méthode de volumes finis développée initialement
par Jameson et al [12] pour la résolution des équations d’Euler en fluide compressible, puis étendue aux
fluides visqueux et améliorée par Swanson et Turkel [13], {14], Martinelli et Jameson [15). Cette méthode
est couramment utilisée pour résoudre des problémes complexes d’aérodynamique transsonique (par ex.,

[16], [7]).

L’étroite analogie existant entre le systéme (IV.3) et les équations d’Euler en fluide compressible
permet d’appliquer cette méthode sans modification sur le fond. Les deux principales adaptations qui ont
€t€ nécessaires portent d’une part sur le maillage mobile et d’autre part sur les expressions particulidres des
valeurs propres des matrices jacobiennes. Nous nous limitons ici a rappeler les principales caractéristiques
de cette méthode:

- Discrétisation centrée en espace, de type volumes finis;

- Grandeurs physiques de base définies aux centres des cellules;

- Termes de viscosité artificielle du second ordre et du quatrieme ordre, contrdlés par deux coefficients;
- Intégration en pseudo-temps par un schéma de Runge-Kutta i cing étapes;

- A chaque étape du schéma de Runge-Kutta, application d’un opérateur implicite de lissage des résidus;
- Utilisation en chaque cellule de la valeur locale maximum du pas en pseudo-temps qui résulte d’un
critére de stabilité de type CFL.

Le schéma de Runge-Kutta a été adapté pour prendre en compte le terme source [(3/2At)(§/] ))
dans (IV.3) de fagon implicite en pseudo-temps, ce qui renforce notablement la stabilité.

VI. Traitement des frontiéres par les relations de compatibilité
VI.1 Principe général

Le systeme (IV.3) étant hyperbolique par rapport a 7, on utilise les relations de compatibilité pour le
traitement numérique des frontiézes, selon une technique classique en fluide compressible [18], [19]. Pour
une direction spatiale donnée par un vecteur unitaire ”, les relations de compatibilité s’obtiennent en
maultipliant & gauche le systéme d’équations par les vecteurs propres a gauche de la matrice caractéristiqne
du sytéme pour cette direction 7', Le choix des variables 7, u, v comme variables de base conduit 4 une
forme asses simple des relations de compatibilité. Celles-ci sont ensuite discrétisées selon la technique de
[19] qui conduit aux relations suivantes:

(VL1) IY(F-5)+ TW (T -T.)

—
ol g,, U . sont les valeurs fournies par le systéme complet des équations discrétes (donc sans tenir compte
de conditions aux limites éventuelles), et oa I‘!,“,I‘(:),l"'gk’. pour k = 1,2,3, sont les vecteurs propres
correspondant au choix de p, u, v comme variables de base. On donne ci-aprés les expressions des valeurs
propres A% et des relations de compatibilité RC'*) correspondantes.

—

(V1.2) M= (o),  RCY: (U-T.).T =0
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A® = (1/2)(o/7) [UL + VTV + 45G (3|

(V1L3)
R [x® - (o/AUL) (-5} + (T - T.).7 =0
wig A® = (1/2)(o/5) [UL ~ VT + 456 ()|
RC®: X - (e/AUL| (F-5.)+p(U - T.).7 =0
avec
(VL5) Ul =(U -W).7

i e
et ot T est un vecteur orthogonal 3 7.

Le principe du traitement des frontiéres est le suivant. On prend pour direction 7' celle du vecteur
unitaire normal sur la frontiére, orienté vers I'extérieur du domaine de calcul.
- Si A%) > 0 : la relation de compatibilité correspond a une onde arrivant en un point P de la frontitre,
de Vintérieur ou de la frontiére du domaine de calcul D. Elle exprime donc une propriété de I’éconlement
dans D et doit étre utilisée au point P.
- Si M8 < 0 : 1a relation de compatibilité correspond & une onde qui viendrait de 'extérieur et qui n’est
donc pas associée a l'écoulement calculé. Elle ne peut donc pas étre utilisée et doit &tre remplacée par
une condition aux limites appliquée i I'une des variables dépendantes (7, u, v).

L’ensemble des relations de compatibilité utilisables et des conditions aux limites permet de
déterminer les inconnues 3, u, v en chaque point des frontiéres.

On notera que l'on a toujours A®) > 0, A®) < 0, et donc que I'on utilisera toujours la RC'®) (VL3),
et jamais la RC®) (V14). La RC'1) (V1.2) sera utilisée pour une frontiere sortante ou imperméable
(U! > 0), mais non pour une frontjére entrante (U] <0).

V1.2 Applications aux différentes frontiéres
VI1.2.1 Parois

La vitesse normale est donnée par la condition de glissement (I1.4). Ona U} =0, ¢ctla RCU} (V1.2)
donne la vitesse tangentielle a la paroi (égale a -ﬁ'.?) La RC'? (V1.3) donne la valeur de p.

V1.2.2 Surface libre

D’aprés la condition (IL5) et la relation (IV.6), la valeur de p sur la surface libre est une constante
connue, La RC (VL.3) fournit donc la valeur de la vitesse normale du fluide. La surface libre ayant
pour équation n = 7z, la condition de glissement s’écrit:

(VL.6) (9n/0t)n=n, = —(F.gradn),,m,b =— [( U.7'} | gradn |]
n=ng

et donc la valeur de (31/8t)y=q, est connue. A ce stade, il faut préciser la transformation de coordonnées
(I11.1) utilisée. Pour le cas ofi le corps immergé est une plaque mince, on utilise une transformation de
coordonnées simple dans laquelle les lignes § = cte sont des droites verticales, invariantes dans le temps,
et les lignes 1 = cte s’obtiennent par interpolation entre la plaque (y = ho), ou le fond {y = 0) en I'absence
de plaque, et la surface libre (y = H(z,1)):

(VLT) z=g(€), v=H(z )70

oit §4(n) est une fonction croissante donnée qui permet de faire varier la taille des mailles dans le plan
physique et qui doit vérifier:

(VL8) g2000=0, Taln)=1

On déduit alors de (VL.6) et (V1.7):

(VL9) OH /0t = —H [(dFa/dn)(@n/00)] o, = H [(dg-g/dn)(ff*-ﬁ’) | gradn |]

N=NL
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Le calcul de H**t! = H(z,tu41) résulte de la discrétisation de (VI.9) selon le méme schéma en temps que
dans (1I1.7):

n+1
1 -, R —
(V1.10) m(3H"+1 _4H" + H*"Y) = H™ |(dg,/dn)(U . 7)) | grady |]
EET

Par ailleurs, comme pour une paroi, la RC*) (V1.2) donne la vitesse tangentielle sur la surface libre.

] Supposons connus les champs de vitesse et de pression & litération en pseudo-temps r¢ pour le
calcul & I'intant ¢,,1. On calcule tout d’abord la hauteur de la surface libre & l'itération ¢+l 3 'aide
de (V1.10). On est alors en mesure de recalculer les coordonnées des noeuds du maillage ¢t de redéfinir

— - » 2
les termes métriques & 791!, Puis les variables dépendantes p, U dans D sont calculées par le schéma
de Runge-Kutta. On applique enfin les conditions aux limites, en particulier sur la surface libre, ce qui
compléte la détermination des champs de vitesse et de pression 3 l'itération 7¢*+1.

VI.2.3 Frontiéres ouvertes

Frontitre amont AB. Elle est telle que U} = u.

Si « > 0, on utilise la RC'Y qui donne v = v,, et la RC'?). 1l faut une condition aux limites qui est la
condition d’Orlanski (I1.6) appliquée soit a (7 — pr), soit & (1 — uz), ol I'indice I réfere & la variable pour
la houle incidente donnée.

Si u < 0, seule la RC'?) est utilisée. Il faut deux conditions aux limites qui sont les conditions d'Orlanski
sur (v — v7) et soit sur (7 — pr) soit sur (v — ur).

Frontiére aval CD. Elle est telle que U, = —u.

Si u < 0, on utilise la RC!) qui donne v = v., et la RC*). On applique la condition d’Orlanski soit a p
soit & u.

Si u > 0, seule la RC(® est utilisée. On applique les conditions d’Orlanski sur v et soit sur 5 soit sur u.

Ce traitement des frontiéres ouvertes a fait ’objet d’essais numériques satisfaisants sur la solution de la
houle d’Airy {20].

VII. Applications au ballottement dans une cuve

Une cuve de 9 m de long, remplie d’eau sur une hauteur de 6 m, est mise en oscillations forcées a
une période T = 27 /w = 4.5s, avec une amplitude en cavalement a = 0.25m. La vitesse d’entrainement
de la cuve est V, = awcos(wt). Deux cas de calculs sont présentés dans les planches suivantes. Ils sont
effectués dans le repére relatif li€ a la cuve.

Le premier simule le ballottement dans une cuve sans plaque. Le maillage contient 40x20 mailles, le pas
de temps est DT = T/28. A Dl'instant initial, les champs de vitesse et de pression, ainsi que ’élévation de
surface libre sont donnés par la solution de la théorie potentielle linéaire. On montre différents résultats
pour deux instants qui correspondent & deux retournements successifs. Les figures 1.a et 1.b représentent
les maillages & ces instants. La figure 2 présente pour le temps 26DT les courbes de convergence des
résidus des variables dépendantes (a) et de la fonction hauteur (b) en valeurs moyenne et maximale pout
50 itérations. Il est A noter que la convergence pour d’autres instants de calcul est aussi bonne et une
trentaine d’itérations suffirait pour atteindre un nivean de convergence acceptable. Les figures 3 et 4
montrent aux instants considérés les champs de vitesse et de pression.

De plus, la conservation du volume fluide est excellente (variation de moins de 0.1% aprés trois cycles
complets).

Le deuxiéme calcul simule le ballottement dans une cuve avec une plaque immergée & 2 m. Le maillage, non
régulier, contient 50x30 mailles. Le pas de temps est T/32. L’état initial est le méme que précédemment.
On présente des résultats 3 deux instants trés proches de ceux du cas sans plaque, étant donné la faible
différence du pas de temps. Les figures 5.a et 5.b présentent le maillage aux instants choisis. Les figures
6.a et 6.b montrent que le niveau de convergence pour les calculs avec plaque est similaire au cas sans
plaque pour 50 itérations. Les figures 7 et 8 présentent les champs de vitesse et de pression a deux
retournements successifs. La solution montze que des tourbillons se forment aux extrémités de la plaque
lors des retournements (figure 8.a).

On constate, dans les deux cas de calculs, que le sens de I'écoulement s’inverse dans tout le champ fluide
en un seul pas de calcul lors d'un retournement.
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