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Résumé

Nous décrivons ici une modélisation numérique du probléme couplé
fluide-structure utilisant des éléments finis pour la structure , des
éléments finis et des éléments infinis pour le fluide . Les résultats
numériques ainsi obtenus sont comparés avec ceux de la méthode n: te
éléments finis-équations intégrales qui a été largement qualifi¢- par
des comparaisons avec des résultats analytiques et des resultats
expérimentaux .

Summary

This paper presents a numerical modelling of the coupled
fluide-structure problem using finite elements for the structure |,
finite elements and infinite elements for the fluid . The numerical
results obtained with this method are compared with those of the
mixed method finite elements-boundary integrals which was widely
qualified by comparisons with analytical results and experimental
results .
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1. INTRODUCTION

La méthode des équations integrales est de nos jours la méthode
numérique la plus utilisée pour étudier le comportement des structures
marines . Cette méthode a été largement développée au cours des
derniéres années et donne des résultats trés satisfaisants pour les
problémes linéaires . |l a de plus été montré que , couplée a une méthode
des éléments finis pour les structures , elle permet d'étudier le
comportement dynamique de structures en milieu fluide ( [1] , [2] ) .
Mais son extension a des problémes non linéaires parait délicate . Nous
nous proposons donc d'étudier la possibilité de modéliser le domaine
fluide a l'aide d'éléments finis et d'éléments infinis , la méthode des
éléments finis est en effet plus adaptée a la résolution de problémes
non linéaires . A titre d'essai nous nous intéressons ici a un probleme
couplé fluide-structure linéaire

2. NOTATIONS ET EQUATIONS DU PROBLEME

Nous nous bornons a I'étude du probléme hydrodynamique de
radiation . Le potentiel de dérangement est créé par les vibrations
harmoniques de la structure en absence de houle incidente . Nous notons

. Dy le domaine fluide tridimensionnel et non borné
. §; la surface libre

. S, le fond fixe

. S_ linterface fluide-structure

. S la frontiére fictive a l'infini

.D

S
s le domaine occupé par la structure
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. §,° la partie de la frontiere de la structure sur laquelle

conditions aux limites sur les forces sont imposées

. S_Y la partie de la frontiere de la structure sur laquelle des

S

conditions aux limites sur les déplacements sont imposées
.n la normale extérieure a la structure

Les équations linéarisées de ce probléme sont les suivantes :

. pour le fluide

Ap=0 dans Df
2
9P ,49 o sur S
2 "oz '
at
QQ__ ..
. p U sur Ss
P )
™ sur S
lim r(&ujkp)=0 a S
[->o00 ar ®
p : pression en un point du fluide
u
n

r . distance radiale
k : nombre d'onde
p; :masse volumique du fluide

. bour la structure [3]

oij,j+p ffi=psui dans Ds
-> = — c
T=. n sur Ss
— - u
u=u sur S
d s
o . contraintes
u : vecteur déplacement
P : masse volumique de la structure
f. . forces volumiques

3. MODELISATION DU PROBLEME

Il est possible d'étudier la structure et le fluide séparément , et

(1)

: accélération normale d'un point de la surface de structure
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d'introduire ensuite les conditions aux Ilimites a I'interface
fluide-structure qui couple les deux milieux

- > o-

\

La structure est modélisée en éléments finis , pour lesquels nous
écrivons l'approximation nodale des déplacements sous la forme :

u= < N >_ {u} (3)

S 6s
es . élément structure

N, : fonctions d'interpolation d'un élément fini structure

Le domaine fluide , de dimension infinie , est divisé en un domaine
Df1 au voisinage de la structure et un domaine Df2 qui s'étend a l'infini .

Dans le domaine Df1 le fluide est modélisé par des éléments finis fluide

, les inconnus nodales sont les pressions aux noeuds , nous exprimons la
pression sous la forme :

p= < Nf >ef{p}ef (4)
of : €lément fluide
N, : fonctions d'interpolation d'un élément fini fluide

Dans le domaine sz , le fluide est modélisé par des éléments

fluide infinis , la pression en tout point dans un élément est exprimée
sous la forme :

M, : fonctions d'interpolation d'un élément fluide infini

a. Eléments finis pour la structure

La méthode des éléments finis appliquée a la structure conduit a
une équation matricielle de la forme [4] :
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[ks] {u} +[Ms] {U} ={fn} +{fext} (6)

[Ks] : matrice raideur de la structure

[Ms] : matrice masse de la structure

{fn} : forces généralisées correspondant aux actions du fluide
{fext}.forces généralisées correspondant aux autres efforts
exercés sur la structure

b. Elé finis. fluide d Df!

~

g=]!
»

Sl

L
m(l)
iy

Les équations du probléme sont :

Ap=0 dans Df1
2
§—2+g-a-9=0 sur S
2 on |
ot
d_, F R (7)
an_pf u.n surSs
P _o sur S
on b

® . 2)'p, By surs,

Nous utilisons la méthode des résidus pondérés pour passer du
systéme d'équation aux dérivées partielles a la formulation intégrale
[5] . Cette méthode consiste a chercher des fonctions p telles que :

Vv fonction de pondération ‘[Df1 v Ap dQ =0
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En effectuant une intégration par partie , nous obtenons la
formulation faible du probleme :

Vv JD1 gr_aZiv.g—ra_Eide=Jan1V%gd(aQ) (8)
f n

= 2 e . 1

n:normale extérieure au domaine D,
1

oD = S+S +S.+S_

En reportant les conditions aux limites du systéme (7) dans
I'équation (8) et appliquant la méthode de Galerkine (v=8p) nous

obtenons :

—

(0 -n)dS

Bpiz‘lds ]

do=-1 8p
VY 3p ]D grad dp . grad p g IS o S,

o sp9Rds
IST pan

Le domaine étant modélisé par des éléments finis , la pression est
donnée par la relation (4) , ce qui nous donne pour tout élément ef du

domaine Df! :

T .
<grad N > <grad N dQ {p} + <Nf>ef <Nf>ef ds {p }9f

Vv o JD:(ef) ng(f)

_. T ®
- pfls(ef)d\l @ ds g <Nf>efa ds (9)

Les deux premiers termes nous permettent de définir les matrices
élémentaires du comportement du fluide :

[Hef] = IDf1 (of) <9rad Nf>T <grad N> dQ (10)

[Bef] = 1/g]SI (60<N,>T <N;> dS (11)

La matrice [Hef] est équivalente a une matrice raideur pour le
fluide , et [Bef] est équivalente a une matrice masse , cette matrice
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provient des ondes de gravité sur la surface libre .

Les éléments de référence utilisés pour construire la matrice
élémentaire [Hef] sont des éléments isoparamétriques : hexaédres a huit
noeuds et a vingt noeuds ; prismes a six noeuds et a quinze noeuds .

Les éléments de référence utilisés pour construire la matrice
élémentaire [Bef] sont des éléments correspondants : quadrilatéres a
quatre noeuds et & huit noeuds ; triangle a trois noeuds et a six noeuds .

E b
Les matrices élémentaires sont calculées en utilisant une
méthode d'intégration numérique de type GAUSS

c. Eléments  yide infinis_dans Df?

Les #_uations du probléme sont :

Ap=0 dans Df
2

9P L g%P g sur S
2 an I

ot

9P _

on =0 sur Sb

9p\2_n  9P\1 S

P, an) P, an) sur S_

lim (22 +jkp)=0 as

r->00 an e

Nous appliquons la méthode de Galerkine a la formulation faible du
probléme donnée par la forme intégrale (8) :
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rad rad - 9D
vsp | .24ad (5p) . grad p 4 = [anz 3 £ daa)

D,

La contribution du second terme doit étre nulle a l'infini , ce qui
impose une condition sur la décroissance des fonctions d'interpolation .
Il ne reste que :

v & lDfa grad (8p) . grad p dQ = %]S

2
5p 22dS - |« 5p RdS (12
s ipas-[g s Ras (12)

Le domaine sz étant modélisé par des éléments fluide infinis , la

pression est donnée par la relation (5) , ce qui nous permet de définir
les matrices élémentaires suivantes :

- T
[Fef] = ]DZM <grad M>" <grad M > dQ (13)
‘ f
I T
[Bef] = lsl(ef) <Mf> <Mf> ds (14)
Les termes sur ST s'annulent deux a deux avec ceux des éléments

finis fluide lorsque nous effectuons I'assemblage .

Les éléments de référence infinis utilisés pour construire les
m~trices élémentaires sont des éléments de type " decay function
nfinite elements " qui s'étend a l'infini dans une direction ([6],[7] ) , ils
sont basés sur les éléments hexaédriques et quadrilatéres que nous
utilisons pour constuire les matrices élémentaires finies dans le
domaine D,' .

[ ]

p--o---¢

f)

Les fonctions d'interpolation de ces éléments infinis ont la forme
suivante : ‘

k(& - &)
Mf. = Nt (E"—i) e (15)
I A
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ol Nf, est la fonction d'interpolation associée au noeud i de I'élément
fini sur lequel I'élément infini est basé .

La deuxieme partie de l'expression (15) , est appelée fonction de
décroissance f(§) :

(16)

ou &, est le pble de I'élément infini , ce point doit étre en dehors de

I'élément , ceci évite une singularité dans I'élément , n est choisi plus
grand que l'ordre maximal de & dans Nf, ceci assure que M tend vers
zéro quand & tend vers l'infini .

La troisiéme partie périodique elk(E-%) 3 pour but de modéliser
les ondes de gravité sur la surface libre qui se propagent vers l'infini
(direction & ) , ol k est le nombre d'onde .

I fluide-str r
Nous exprimons le terme :

T 2 —
[ S oy Mo @ )08

-
A

en fonction des déplaceme s nodaux de la structure . La relation (3)
appliquée aux éléments es nous donne :

> -

2 — T .
U n ={n} <Ns>es {u}es
d'ou :

T 2 = _ of o5 - 7
]Ss(ef) N> (35 dS = [Letes)] {i} (17)

T -
avec [L(ef,es)] = Is - <N>_ {n} <N_>__dS (18)
S

La matrice [L(ef,es)] de couplage fluide-structure n'est définie que pour
les éléments de la frontiere commune Ss . {n} représente les
composantes de la normale extérieure a la structure exprimées dans le
repére local de I'élément es .

Par le principe des travaux virtuels , nous pouvons exprimer la
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force généralisée exercée par le fluide sur un élément es de la structure
. La pression du fluide peut s'écrire :

p;=p@(Uz) + <Np P}y (19)

la force correspondant est df = -pfﬁds , d'ou l'expression de la force
généralisée exercée sur I'élément es de la structure :

T
>
S es

T T
2o, gn 2t N> _aS (i) -|o MmN dSil,

o=+ S o

s(95)

0
avec {z}= { 2}

En définissant la matrice hydrostatique [Kh] et en utilisant la
matrice [L(ef,es)] définie par (18) , nous trouvons :

{fn}og= -[Knl{u}yg-[L(ef,08)]"{P} (20)
avec [Kn] =[Ss (08) <NS>T{z}pfgnz{z}T<Ns>dS

Equati ciolles d ble

Nous avons maintenant tous les éléments necéssaires pour écrire
le systéme matricie: du probléme couplé fluide-structure . Aprés
assemblage de .outes les matrices élémentaires décrites
précédemment et introduction des conditions aux limites sur la
structure et sur le fluide , nous obtenons un systéme d'équations
matricielles pour le probléme couplé fluide-structure :

[Hil{p}+[BA{ P }=p [L}{U} . (21)
[Ks]{u}+[Ms]{}=-[Kn]{u}-[L] +{fext}

Les matrices du fluide [Hf] et [Bf] sont des matrices complexes . Ce
systéme d'équations matricielles permet de résoudre le probleme
couplé fluide-structure . Dans la suite , nous nous intéressons au
probléme aux valeurs propres du systéme couplé .

4. RESOLUTION DES EQUATION PR M
Nous résolvons les équations de ce probléme couplé pour trouver
les fréquences de résonance de la structure vibrant en milieu fluide .
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Nous utilisons une méthode de condensation compléte de degrés de
liberté du fluide . Cette méthode consiste a condenser tous les degrés
de liberté du fluide dans le systéme couplé matriciel .

Etant en régime harmonique nous utilisons les notations
complexes :

{p}=Re({p} &’

{u}=Re({u} e’

) (22)

) (23)

Les équations matricielles du probléme s'écrivent donc :

([H]-w2[Bi){p}=-p @*[L}{u} _ _ (24)
([Ks]-0?[Ms]){u}=-[Kn}{u}-[L] {p}

Nous exprimons les pressions nodales en fonction des
déplacements nodaux de la structure en transformant I'équation
matricielle du fluide :

(p}=-p @2([H]-0?[BA)) " [L}{u}

Le terme ([Hf]-0?[Bf])"! est une matrice complexe ¢~ la forme [H1]+j[H2],
d'ou l'expression des pressions de radiation exercées sur la structure :

{p}=-p @2[H1][LI{u}-jp w?[H2][L){u} (25)

En reportant (25) dans I'équation matricielle de la structure et en
définissant la matrice masse d'eau ajoutée [Ma] et la matrice
d'amortissement [Ca] , le systéme devient :

([Ks+Knh]-jo[Cal]-02[Ms+Ma]){ u}=0 (26)
avec : [Ma]=p/LI"[H1][L]

[Ca]=p[L]"[H2][L]
Les matrices [Ma] , [Ca] sont symétriques , la résolution [2] du

systéme (26) nous donne les fréquences de résonance de la structure
dans le fluide .
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5. RESULTATS NUMERIQUES
a. cylindre vertical
Le premier test que nous avons fait concerne un cylindre vertical

encastré-libre partiellement immergé. Le cylindre testé a les
caractéristiques géométriques suivantes

Longueur totale L=30 m Hauteur d'immersion H=10 m

rayon extérieur R=1 m  Rigidité El=18.85E9 Nm?

Section du pieu S=18.85E-2 m?

Masse volumique p_=7800 kg/m®

Y V4

|4
surface libre

—— Al
— \

-
A o o - 4

T E LT T AL AT by by e by b o b g r b b b e bty byt by Py baby by by by by by o Ha b by b b by b e AR RSO R E NS RO ER NS

» X

(o]

Nous calculons les cing premiéres fréquences de résonance de ce
cylindre en utilisant deux bandes d'éléments finis fluide autour du
cylindre et une bande d'éléments infinis dans le reste du domaine fluide
. Les résultats obtenus sont comparés avec ceux obtenus par la méthode
des équations intégrales dans le fluide .
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fréquences f1 f2 f3 f4 f5
M.E.L.* 2,214 {12,173 | 31,610| 65,165/108,600
M.E.F.I.* 2,218 | 12,998 | 32,639| 66,076[111,233
Erreur relative 0,18% | 2,56% | 3,26% | 1,40% | 2,42%

M.E.l. : Méthode éléments finis + équations intégrales

( code AQUADYN )
M.E.F.l. :Méthode éléments finis + éléments finis + éléménts
( notre méthode ) infinis

Nous calculons les fréquences de résonance d'un cylindre
horizontal flottant dans I'eau . Le cylindre est long de 15 m il est a
demi immergé . Le rayon extérieur est de 1.5 m .

caratéristiques mécaniques
El = 45E7Nm?
S = 02 m?

Le cylindre est modélisé par qutre éléments , le domaine fluide
est modélisé par deux bandes d'éléments finis et une bande d'éléments
infinis.
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F - - ..

b - - e o e e d .

R e e o o

RN add

-
i
* e -

h = ale @« @« walew

Fréquences propres dans l'air ( Hz )
( 2 modes rigides ) 2.691 7.455 14.640 26.826

Fréquences de résonance dans l'eau ( profondeur H=3 m )
0.488 0.521 2.019 5.733 11.224 26.733

6.CON ION

Cette méthode des éléments finis et infinis appliquée au probléme
couplé tridimensionnel fluide-structure a permis de retrouver avec une
bonne précision les fréquences de résonance obtenues par la méthode
mixte développée au laboratoire de mécanique des structures de
I'E.N.S.M. : éléments finis-équations intégrales . Cette bonne précision
permet d'envisager l'étude de problémes couplés non linéaires par une
méthode similaire .
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