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Résumé 
Un modèle simple basé sur la résolution de l’équation de Rayleigh décrivant l'évolu-

tion d'une bulle sphérique isolée est développé pour analyser les effets thermiques en cavita-
tion. Deux approches différentes sont utilisées pour modéliser le transfert de chaleur à travers 
l’interface liquide-vapeur. La première est basée sur un modèle de type convectif, la seconde 
sur la résolution de l’équation de diffusion de la chaleur dans le liquide entourant la bulle. 
Dans les deux cas, l'importance des effets thermiques est contrôlée par un nombre adimen-
sionnel, le nombre de Nusselt pour le modèle convectif et le nombre de Peclet pour le modèle 
conductif. Les deux modèles sont appliqués à un inducteur cavitant. La distribution de 
pression sur les pales est issue d'un calcul 2D potentiel de grille d’aubes. La cavité qui se 
développe depuis le bord d’attaque est approximée par l’enveloppe d’une bulle hémisphérique 
se déplaçant sur la face en dépression de la pale. Les formes de cavités ainsi que les distribu-
tions de température prédites par les deux modèles sont comparées. Les évolutions de la 
longueur de cavité en fonction du nombre de cavitation pour l’eau froide (sans effet thermi-
que) et pour le fluide réfrigérant R114 à deux températures différentes sont confrontées aux 
résultats expérimentaux. 
 

Summary 
A simple model based on the resolution of Rayleigh equation for a single spherical 

bubble is used to analyse thermal effects in cavitation. Two different assumptions are 
considered for modelling heat transfer through the liquid / vapour interface. One is based 
upon a convective type approach using a convection heat transfer coefficient or the equivalent 
Nusselt number. The other one is based upon the resolution of the heat diffusion equation in 
the liquid surrounding the bubble. This conductive type approach requires to specify the eddy 
thermal diffusivity or the equivalent Peclet number. Both models are applied to a cavitating 
inducer. The basic pressure distribution on the blades is determined from a potential flow 
computation in a 2D cascade of flat plates. The sheet cavity which develops from the leading 
edge is approximated by the envelope of a hemispherical bubble travelling on the suction side 
of the blade. Cavity shapes and temperature distributions predicted by both models are 
compared. The evolution of cavity length with the cavitation number for cold water (without 
thermal effects) and for Refrigerant 114 at two different temperatures are compared to 
experimental data. 
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Nomenclature 
 
B facteur de Stepanoff 
c longueur de corde de la pale 
Cp coefficient de pression 
cpl capacité calorifique du liquide 
e épaisseur de la pale 
h coefficient convectif de transfert de chaleur 
l longueur de cavité 
L chaleur latente de vaporisation 
Nu nombre de Nusselt basé sur la longueur de 

corde 
p pression 
pu pression de référence à l’amont 
pv pression de vapeur 
Pe nombre de Peclet 
Pr nombre de Prandtl 
R rayon de bulle _
R  rayon adimensionnel R/c 
Re nombre de Reynolds basé sur la longueur 

de corde 
t temps 
T température 
Tc température locale dans la cavité 

∞T  température du liquide à l’infini 
V vitesse de l’écoulement 

Vu vitesse de l’écoulement à l’amont 
W vitesse relative de l’écoulement 
Wu vitesse relative de l’écoulement à l’amont 
x abscisse curviligne sur la pale _
x  abscisse curviligne adimensionnelle x/c 
α paramètre thermodynamique de Kato 
αa angle d’attaque 
αl diffusivité thermique du liquide 
αt diffusivité thermique turbulente 
αv taux de vide 
δ épaisseur de la couche limite thermique 

*
vp∆  écart caractéristique de pression de vapeur 

∆T écart de température ∞T - Tc 
∆T* écart caractéristique de température 
ε rapport αt/αl ou λt/λl 
λl conductivité thermique du liquide 
λt conductivité thermique turbulente 
µl viscosité moléculaire de l'eau 
ρv masse volumique de la vapeur 
ρl masse volumique du liquide 
Σ paramètre thermodynamique de Brennen 
σc nombre de cavitation basé sur pv(Tc) 
σv nombre de cavitation 
τ temps de transit 

 
 
I. INTRODUCTION 

L'effet thermodynamique en cavitation est caractérisé par un écart de température 
entre le liquide à l'infini et les zones diphasiques de cavitation. Cet effet est dû à la chaleur 
latente de vaporisation qui, lors de la phase de vaporisation, est soutirée au liquide entourant 
la zone de cavitation dont la température se trouve alors abaissée. Si cet effet est négligeable 
pour l’eau à température ambiante, il n’en est pas de même pour les fluides thermosensibles 
tels que les fluides cryogéniques utilisés pour la propulsion des moteurs fusées. 

Parmi les paramètres introduits habituellement pour caractériser cet effet, citons:  
 le facteur de Stepanoff [1,2] : 

 *T
TTB c

∆
−

= ∝
 (1) 

qui représente le rapport de l’écart de température T∆  entre le liquide loin de la cavité (T∝) et 
la cavité (Tc) à un écart caractéristique *T∆ . Ce dernier peut être considéré comme le 
refroidissement qu’il faudrait appliquer à une unité de volume de liquide pour fournir la 
chaleur latente nécessaire à la vaporisation d’une unité de volume de vapeur. Il est défini par 

ll pv c/L*T ρρ=∆  où vρ  et lρ  sont les masses volumiques de la vapeur et du liquide et L  
et lpc  la chaleur latente de vaporisation et la capacité calorifique du liquide. Cet écart dépend 
fortement du fluide utilisé. Il est de l’ordre de 0,01 K pour l’eau à température ambiante alors 
qu'il vaut environ 1 K pour l’hydrogène liquide à 22 K. 
 le paramètre de Brennen [3,4] : 

 
ll αρ

∆
=Σ

*
vp

 (2) 

ou de façon équivalente le paramètre de Kato [5] : 
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 vρ
ρ

Σ=α l
 (3) 

∆pv
* étant l’écart de pression caractéristique correspondant à *T∆  et défini par : 

 *T
dT
dpp v*

v ∆×=∆  (4) 
dT/dpv  étant la pente de la courbe de pression de vapeur et αl la diffusivité thermique du 

liquide. 
Le paramètre de Brennen est déduit de l’analyse de la dynamique d’une bulle isolée 

sous l’hypothèse que le transfert de chaleur à l’interface se fait intégralement par conduction 
dans le liquide. L’épaisseur de la couche limite thermique joue un rôle important caractérisé 
par la présence du terme en racine carrée de la diffusivité thermique du liquide. 

A partir d’une analyse systématique des expériences de Hord [6], Kato a montré une 
bonne corrélation entre l'amplitude de l'effet thermodynamique mesuré par le paramètre sans 
dimension )V/(p2 2

v lρ∆  et le paramètre adimensionnel 3V/cα  où c et V sont respective-
ment une longueur et une vitesse de référence de l’écoulement. 

Dans ce type de modèle, où l’interface liquide / vapeur (qu'il s'agisse d'une bulle ou 
d'une cavité) est bien définie, le transfert de chaleur caractérisé par la diffusivité thermique 
moléculaire du liquide est beaucoup trop petit pour obtenir l’écart de température donné par 
l’expérience. Pour avoir une prédiction correcte, Kato [5] et Watanabe et al. [7] ont montré 
que la diffusivité moléculaire devait être multipliée par un coefficient d’amplification ε 
pouvant aller jusqu’à 105. La valeur élevée de ce coefficient est généralement attribuée aux 
phénomènes de turbulence qui améliorent considérablement l'efficacité des transferts 
thermiques. Cette tendance a été confirmée par Fruman et al. [8, 9] sur la base du modèle 
d'entraînement de Billet [10, 11, 12]. 

Parallèlement aux modèles à interface, des modèles diphasiques ont été développés. 
Le mélange des deux phases est en général considéré comme un pseudo-fluide homogène 
obéissant aux équations de Navier-Stokes. Dans ce cas, une loi d'état doit être introduite pour 
la masse volumique du mélange, par exemple une loi barotrope (Rapposelli et d’Agostino 
[13], Rolland et al. [14]). Une autre approche consiste à résoudre une équation de transport 
supplémentaire pour la phase vapeur comportant un terme source modélisant le phénomène de 
cavitation (cf. Tani & Nagashima [15], Hosangadi & Ahuja [16, 17, 18]). Le processus de 
vaporisation ou de condensation peut être modélisé par des équations spécifiques [16] ou en 
ensemençant le fluide en microbulles et en suivant leur évolution grâce à l’équation de 
Rayleigh-Plesset (cf. Kubota et al. [19], Singhal et al. [20]). Pour tenir compte des effets 
thermiques, il est alors nécessaire d'adjoindre l’équation d’énergie pour le mélange aux 
équations de conservation de masse et de quantité de mouvement. 

Dans le cas des modèles à interface, le volume de liquide entourant la vapeur étant 
quasi infini, le transfert de chaleur est limité par le taux de croissance de la couche limite 
thermique. Par contre, les modèles diphasiques qui font l’hypothèse d’un mélange intime 
entre le liquide et sa vapeur sont tels que le volume de liquide entourant une bulle donnée est 
naturellement limité par les bulles environnantes. De fait, pour les modèles diphasiques, les 
effets thermiques sont principalement limités par le volume de liquide capable de fournir la 
chaleur de vaporisation et non par la croissance d'une couche limite thermique comme c’est le 
cas pour les modèles à interface. Les effets thermiques sont alors contrôlés par l’évolution du 
taux de vide et ne dépendent pas directement de la diffusivité thermique du liquide. 

La différence entre les deux types de modèles peut facilement être mise en évidence 
en comparant les expressions du facteur B. Dans le cas d’une bulle qui passe d’un rayon nul à 
un rayon R pendant le temps t, le facteur B est donné par (cf. [21]): 
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 t
RB
lα

≈  (5) 

Pour un mélange diphasique de taux de vide αv, la conservation de la chaleur conduit à (cf. 
[22]) : 

 v

v
1

B
α−

α
≈  (6) 

La relation (5) montre clairement que les effets thermiques pour une bulle isolée 
dépendent de la diffusivité thermique du liquide, ce qui n’est pas le cas de la relation (6). De 
plus, la relation (6) devient singulière quand le taux de vide tend vers 1, ce qui montre que le 
modèle diphasique n’est plus valable quand la cavité n’est composée que de vapeur. Dans ce 
cas, un modèle à interface s'impose. Il est donc important en pratique de reconnaître le type de 
cavitation afin d’identifier le mécanisme physique qui limite réellement l’apport de chaleur 
nécessaire à la vaporisation. 

Cette communication est consacrée au développement d'une méthode d'analyse des 
effets thermiques en cavitation basée sur la résolution de l'équation de Rayleigh pour la 
dynamique d'une bulle de vapeur. Il appartient à la classe des modèles à interface pour 
lesquels le transfert de chaleur au travers de la couche limite thermique est supposé être le 
phénomène physique limitatif. L’originalité de cette contribution réside dans le fait qu'un 
terme relatif aux effets thermiques est introduit dans l’équation de Rayleigh et que deux 
approches, l’une convective et l’autre conductive, sont considérées pour expliciter ce terme. 
Les résultats de la modélisation sont comparés à des résultats d'essais d'un inducteur de turbo-
pompe spatiale [22] obtenus en fluide réfrigérant de type R114 connu pour présenter des 
effets thermiques relativement importants. 

Le calcul est mené en deux étapes. La première consiste à déterminer le champ de 
pression. Pour cela, une méthode intégrale aux frontières a été choisie. La seconde consiste à 
résoudre l’équation de Rayleigh en utilisant la distribution de pression calculée précédem-
ment. La forme de la cavité est assimilée à l’enveloppe d’une bulle hémisphérique qui grossit 
puis implose sur l’extrados de la pale. 

Ce genre de modèle présente un certain nombre de limitations. L’une d'entre elles est 
que le champ de pression n’interagit pas avec la cavité puisque la bulle est calculée à partir 
d’un champ de pression obtenu en écoulement  non cavitant. La nature 2D du calcul est une 
autre limitation puisqu’on sait que les inducteurs peuvent être le siège d’écoulements de 
retour qui peuvent changer de façon significative les angles d’attaque. Néanmoins, cette 
contribution fournit un support théorique pour l’interprétation et la compréhension physique 
des résultats expérimentaux. 

 
II. FORMULATION ET RESOLUTION 
 
 II.1. Calcul de l’écoulement de base 

L’inducteur est représenté par une grille d’aubes (Figure 3). Cette configuration 2D est 
classiquement obtenue par une section cylindrique de la machine tournante à un rayon donné 
r. Les agrandissements des bords d’attaque et de fuite sont montrés respectivement sur les 
figures 1 et 2. Le calcul d’évolution de bulle commence à la fin du biseau extrados (point B) 
où la pression est minimum (figure 4). Cette position correspond au point de détachement 
observé des cavités. La forme du bord de fuite a été choisie de façon à obtenir une sortie 
régulière de l’écoulement dans la direction de la pale. L’épaisseur relative des pales est de 
l’ordre de 1% et la solidité c/H vaut 2. L’angle d’incidence aα  et l’angle γ  de grille sont tels 
que le biseau soit parallèle à la direction j

r
 de la grille. La vitesse d’entrée iVu

r
 est supposée 

perpendiculaire à la grille (pas de pré-rotation). 
A l’infini amont, la vitesse relative de référence est: 
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Figure 4. Comparaison du coefficient de pression
sur les pales avec les calculs de Watanabe et al. [7].
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222

uu rVW ω+=  (7) 
où ω est la vitesse angulaire. L’écoulement radial normal à la surface cylindrique est ignoré et 
l’écoulement est supposé bidimensionnel dans le plan )j,i(

rr
. En supposant de plus 

l’écoulement incompressible et irrotationnel et le fluide parfait, le coefficient de pression est 
donné par : 

 222
u

222

2
u2

1
u

p
rW
rW1

W
ppC

ω−

ω−
−=

ρ

−
=

l
 (8) 
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Figure 3. Schéma de la grille d’aubes (l’échelle verticale est dilatée) 

La distribution de pression sur la pale est calculée par la méthode des équations inté-
grales aux frontières. Une double distribution de sources et de tourbillons (σ*, γ*) est répartie 
sur la surface d’une pale avec une périodicité H suivant la direction de la grille afin de prendre 
en compte la série infinie de 
pales. Cette distribution est 
choisie de façon à ce que la 
vitesse relative à l’infini amont 
soit dans la direction I

r
. Les 

conditions aux limites sont une 
condition de glissement sur la 
pale et la continuité de pression 
au bord de fuite. La conserva-
tion du débit dans l’inducteur 
nécessite que la composante 
normale au front de grille de la 
vitesse relative soit la même à 
l’infini amont et aval. 
L’écoulement à l’infini aval se 
trouve dévié par rapport à celui 
à l’infini amont. 

La double distribution 
utilisée ici introduit plus d’inconnues que d’équations. Des conditions supplémentaires sont 
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imposées de manière à minimiser les erreurs de discrétisation. Cela permet de calculer, avec 
une très bonne précision, le coefficient de pression sur des pales de petite épaisseur relative. 
Ce calcul a été validé par comparaison avec celui de Watanabe et al. [7]. La figure 4 met en 
évidence la bonne concordance des résultats, excepté au bord d’attaque dans la zone du biseau 
où les écarts sont dus à la nature non linéaire du présent calcul contrairement à l’étude [7] 
dans laquelle les pales ont une épaisseur nulle. 
 
 II.2. Equation de Rayleigh avec effets thermiques 

En négligeant les effets visqueux, la tension superficielle à l’interface et les effets de 
gaz non condensables, ce qui est justifié dès que le germe de cavitation devient une bulle 
macroscopique, l’évolution au cours du temps t d’une bulle sphérique de rayon R en milieu 
infini est donnée par l’équation classique de Rayleigh : 

 
lρ
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

)t(p)T(p
dt
dR

2
3

dt
RdR cv

2

2

2

 (9) 
Le champ de pression p(t) est celui auquel la bulle est assujettie lorsqu’elle se déplace sur 
l’extrados de la pale. Il est obtenu par la procédure décrite au § II.1. 

Pour prendre en compte les effets thermiques dans l’équation (9), il est nécessaire de 
considérer la pression de vapeur pv à la température de cavité Tc qui est différente de la 
température ∞T  dans le liquide loin à l’infini. En utilisant le coefficient de pression défini en 
(8), ainsi que le nombre de cavitation habituel : 

 2
u2

1
vu

v
W

)T(pp

lρ

−
=σ ∞

 

l’équation (9) devient : 

 2
C

W)T(p)T(p
dt
dR

2
3

dt
RdR vp2

u
vcv

2

2

2 σ+
−

ρ
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ ∞

l
 (10) 

En supposant que la bulle se déplace sur la pale avec la vitesse locale du fluide 
pC1uW − , on peut transformer les dérivées en temps en dérivées spatiales par : 

 dx
dC1W

dt
d

pu −=  
où x désigne l’abscisse curviligne sur la pale. En adimensionnalisant les variables spatiales 
par la corde c de la pale (variables surlignées), on obtient la forme adimensionelle suivante de 
l'équation (10) : 

[ ]
2

C
)TT(

dT
dp

W
1

xd
RdR

xd
dC

2
1

xd
Rd

2
3

xd
RdRC1 vp

c
v

2
u

p
2

2

2

p

σ+
−=−

ρ
+−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− ∞

l
 (11) 

Dans la suite, deux modèles sont utilisés, le modèle convectif et le modèle conductif, 
pour expliciter le terme relatif aux effets thermiques dans cette équation. 
 
 Approche convective 

Le transfert de chaleur à l’interface est supposé proportionnel à la différence de tempé-
rature, c’est-à-dire égal à )TT(h c−∞ . En l’absence de corrélation validée pour les écoule-
ments cavitants, le coefficient de transfert de chaleur convectif h est considéré ici comme un 
paramètre d'ajustement. 

Le bilan de chaleur à l’interface de la bulle : 

 )TT(hR4LR
3
4

dt
d

c
2

v
3 −π=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ρπ ∞  
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permet d'expliciter la différence de température. Elle apparaît proportionnelle au taux de 
variation du rayon de bulle : 

 dt
dR

h
LTTT v

c
ρ

=−=∆ ∞  (12) 
Pendant la phase de croissance, la température de la bulle est inférieure à la tempéra-

ture du liquide et inversement pendant la phase d'implosion. En injectant l'expression (12) 
dans l’équation générale (11), on obtient l’équation de Rayleigh pour l’approche convective, à 
savoir : 

 [ ]
2

C
RC1*p

N
1RRC2

1R
2
3RRC1 vp

p
v

u
p

2
p

σ+
−=−τ

αρ
∆

+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +− &&&&&&

ll
 (13) 

où lλ= /chNu  est le nombre de Nusselt et uW/c=τ  le temps caractéristique de transit. 
L’intensité des effets thermiques dépend du rapport τ/τT, où *

vuT p/)(N ∆αρ=τ ll  
peut être considéré comme un temps thermique puisqu’il contient l’information sur le 
transfert de chaleur à l’interface. Si ce rapport est petit devant 1, alors les effets thermiques 
sont négligeables et on retrouve l’équation classique de Rayleigh. L'évaluation de 
l'importance des effets thermiques peut donc se faire en comparant ces deux temps 
caractéristiques. Outre le nombre de Nusselt, le temps thermique dépend du facteur 

ll αρ∆ /*p v  dont l'expression est très proche de celle du paramètre de Brennen (2). 
Comme déjà mentionné, le coefficient convectif de transfert de chaleur (ou le nombre 

sans dimension de Nusselt correspondant) est un paramètre libre du modèle. Pour rendre le 
calcul complètement prédictif, il serait nécessaire de corréler le nombre de Nusselt aux 
nombres de Reynolds (Re = c Wu ρl /µl) et de Prandlt (Pr = µl /αl ρl), comme cela est fait 
classiquement en convection forcée monophasique. 

Remarquons que l’équation (12) prend la forme adimensionnelle suivante: 

 R
Nu

C1P
B pe &−

=  (14) 
Pe étant le nombre de Peclet défini par la relation lα== /cWPRP uree . 
 
 Approche conductive 

Cette seconde approche nécessite la résolution de l’équation de diffusion de la chaleur 
dans le liquide entourant la bulle. En faisant l’hypothèse que l’épaisseur de la couche limite 
thermique dans le liquide est beaucoup plus petite que le rayon de la bulle, Plesset & Zwick 
[23, 24, 25] ont obtenu une expression explicite de la température de la bulle à l’interface. 
Dans cette hypothèse, la température d’interface est donnée par l’expression intégrale 
suivante : 

 )x(JP
*T
TTB ec

ε
=

∆
−

= ∞

 (15) 

où :  

⎮
⎮
⎮
⎮
⎮
⎮

⌡

⌠

⎮⎮⌡

⌠

−

π
=

=

=

=

=

xu

0u

xv

uv
p

4

2

dv
C1

)v(R

du)u(
xd
Rd)u(R1)x(J .  

En reportant l'expression (15) dans l’équation générale (11) et en introduisant le 
paramètre de Brennen (2), on obtient l’équation de Rayleigh pour l’approche conductive : 
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 [ ]
2

C
J1

W
cRRCR

2
3RRC1 vp

3
u

p2
12

p
σ+

−=
ε

Σ+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +− &&&&&

 (16) 

L’expression de J montre que (16) est en toute rigueur une équation intégro-différentielle 
complexe. 

La validité de cette approche dépend principalement de la validité de l’hypothèse de 
Plesset & Zwick qui est discutée ci-après. L’épaisseur de la couche limite thermique est 
estimé par ταε≈δ l , ce qui donne : 

 ree PRPc
ε

=
ε

≈
δ

 

Une valeur typique du nombre de Reynolds pour les inducteurs de turbopompe de fusée est 
106 et pour le fluide thermosensible R114 considéré ici le nombre de Prandlt est de l’ordre de 
5. Avec un coefficient d’amplification ε de 104, on obtient 04,0c/ ≈δ , ce qui montre que 
l’hypothèse de Plesset & Zwick est justifiée. Remarquons que plus ε est grand, plus la 
diffusivité thermique effective est grande et moins cette hypothèse est valable. 

Dans quelques cas, et particulièrement quand les effets thermiques deviennent impor-
tants, le modèle conductif peut conduire à des formes de cavité oscillantes ne correspondant 
pas à la réalité. Cet effet est observé dans la zone de fermeture de la cavité, là où la bulle 
collapse, c'est-à-dire quand la pression locale est a priori supérieure à la pression de vapeur. Si 
les effets thermiques sont importants, l’accroissement de température dû à la condensation 
augmente très sensiblement la pression de vapeur qui peut alors dépasser la pression locale. 
De ce fait, la dynamique de la bulle s'inverse et elle grossit à nouveau ce qui provoque 
l’oscillation de l’interface. 

Afin d'éviter cet effet irréaliste, la différence de température ∞− TTc  est mise à zéro 
dès qu'elle devient positive. Cela revient à supposer que la température de la bulle ne peut 
jamais dépasser la température du liquide ou, en d’autres termes, que la diffusion de la chaleur 
est considérablement accrue pendant la phase du collapse de telle sorte que la température 
s'uniformise presque instantanément. L’instabilité de la forme sphérique et l’éclatement de la 
phase vapeur en petites structures pendant le collapse sont de nature à justifier cette hypo-
thèse. Toute la phase de croissance, par contre, n’est pas affectée par cet effet. Une hypothèse 
identique est faite par Watanabe et al. [7] qui ont négligé le flux de chaleur dû à la conden-
sation dans la zone de fermeture de la cavité. Ils justifient cette hypothèse par le fait que la 
condensation ne peut intervenir que relativement loin à l'aval de la poche à cause du phéno-
mène de lâcher et d'entraînement des structures de vapeur par l'écoulement. Pour que les 
comparaisons entre les deux modèles soient cohérentes, la même hypothèse d’uniformisation 
de la température dans la zone de condensation a été faite pour le modèle convectif. 
 
 II.3. Résolution numérique 

Les résolutions de l’équation différentielle (13) et de l’équation intégro-différentielle 
(16) sont faites à l’aide de deux méthodes de Runge Kutta couplées, une d’ordre 4 et l’autre 
d’ordre 5. La première donne une approximation de la solution, la deuxième une estimation 
de l’erreur commise. Cette combinaison due à Fehlberg et améliorée par Kash & Carp [26] 
permet de contrôler l’erreur pendant la procédure itérative. Pour une tolérance relative donnée 
(en général de l’ordre de 10-6), l’ordre de grandeur de l’erreur est calculé et le pas 
d’intégration est modifié afin de satisfaire le critère de précision. Le pas est augmenté si 
l’erreur relative est inférieure à la tolérance et inversement. Le pas d’intégration devient ainsi 
variable, ce qui augmente considérablement la rapidité du calcul. Cette méthode a été étendue 
à la résolution d’un système de deux équations différentielles ayant les deux fonctions R et 
dR/dx comme fonctions inconnues. Dans ce cas l’erreur relative est simplement prise égale au 
maximum des deux erreurs respectives faites sur les deux fonctions. 
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La procédure itérative autorise de transformer l’équation intégro-différentielle (16) en 
une équation différentielle ordinaire. A l’itération courante, l’intégrale J est évaluée à l’aide 
des résultats obtenus à l'issue de toutes les itérations précédentes. 

Les conditions initiales sont données par l’équilibre mécanique et thermique de la 
bulle. La vitesse de l’interface (dR/dx)0 et son accélération (d2R/dx2)0 sont initialisées à zéro, 
la température à ∞T  et d’après la définition de l’intégrale J (donnée à propos de la relation 
(15)), J(0) = 0. Pour initialiser correctement la procédure itérative, une valeur non nulle de R0 
est nécessaire. Nous avons vérifié que le comportement de la bulle est insensible à son rayon 
initial dans une très large gamme de variation. 

Sous ces hypothèses, les équations (13) et (16) imposent, qu’au temps initial, 
Cp0+σv=0. Le point de départ de la cavité étant fixé, cette dernière condition n’est générale-
ment pas satisfaite, excepté dans le cas très particulier où σv = -Cp0. Néanmoins, pour toutes 
les valeurs de σv, les conditions initiales précédentes sont préservées. C’est pourquoi la 
vitesse de l’interface présente une discontinuité au temps initial qui se manifeste en particulier 
par un détachement de cavité non tangent à la paroi. Les résultats numériques montrent que 
cette discontinuité n’affecte pas la résolution de l’équation différentielle. 
 
 
III. RESULTATS 
 
 III.1. Analyse comparative 

Les formes de cavité ainsi que 
les distributions de température obte-
nues par les deux modèles sont présen-
tées figure 5. Les valeurs du nombre de 
Nusselt Nu pour le modèle convectif et 
du coefficient ε pour le modèle diffusif 
ont été ajustées de telle façon que les 
longueurs de cavité soient identiques.  

La figure 5b montre clairement 
une différence de comportement de la 
température. Pour le modèle convectif, 
l’écart de température présente une forte 
discontinuité au point de départ de la 
cavité. L’écart croît ensuite de façon 
régulière jusqu'à zéro. L’équation (12) 
montre que, dans le cas du modèle 
convectif, l’écart de température est 
proportionnel à la vitesse de l’interface. 
Puisque cette vitesse est maximum au 
point de détachement de la cavité où la 
pression est minimum, l’écart de tempé-
rature est également maximum en ce 
point. 

Pour le modèle conductif par 
contre, l’écart de température est nul au 
point de départ de la cavité. Un 
minimum est observé au tiers de la longueur de cavité environ. Ce comportement très régulier 
est une conséquence de la résolution de l’équation de diffusion de la chaleur au sein du 
liquide. 

Du fait de la discontinuité de l’écart de température au départ de la cavité, la vitesse 
initiale de croissance de la bulle est plus petite pour l’approche convective. Par contre, dans le 
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cas conductif, cette vitesse initiale est la même qu'en l'absence d'effets thermiques (ce résultat 
peut se voir sur la figure 9), ce qui est cohérent avec le fait que l'écart de température est 
initialement nul. En conséquence, les cavités prédites par le modèle convectif sont plus 
minces. 

L’épaisseur maximum de cavité est plus proche du point de fermeture de la cavité 
pour le modèle convectif (figure 5a). Sa position correspond exactement au point où le facteur 
B s'annule, toujours à cause de la proportionnalité entre B et la vitesse de l’interface. Pour le 
modèle conductif, la relation (15) montre que le facteur B dépend de toute l’histoire de la 
température du liquide environnant. De fait, le point où l’épaisseur de cavité est maximum est 
décalé par rapport à celui où le facteur B devient nul. 

Il est difficile de se prononcer en faveur d’un modèle plutôt que de l’autre. La 
discontinuité présentée par le modèle convectif ne semble pas réaliste d’un point de vue 
physique. Bien que les résultats expérimentaux de Hord [6] et de Fruman [9] aient tendance à 
montrer que le sous-refroidissement est maximal juste à l'aval du point de détachement, il 
semblerait que l'extremum observé expérimentalement ne soit pas aussi marqué que celui 
prévu par ce modèle, les profils de température mesurés étant généralement relativement 
plats. Le modèle conductif semblerait donc conduire à un comportement plus proche de celui 
révélé par l'expérience. Notons que les différences entre les deux modèles s’amenuisent quand 
les effets thermiques augmentent, comme présenté ci-dessous. 
 
 III.2. Influence des deux paramètres Nu et ε 

Lorsque ces paramètres 
tendent vers l’infini, les effets 
thermiques tendent à s'annuler. 
Une analogie paramétrique peut 
être extraite de la comparaison des 
deux modèles. Le flux de chaleur à 
l’interface est donné par Thq ∆=  
dans le cas du modèle convectif et 
par l’approximation δ∆λ≈ /Tq t  
dans le cas du modèle conductif, 
puisque ∆T/δ est l’ordre de gran-
deur du gradient de température. 
En identifiant ces deux relations et 
en introduisant l’épaisseur de la 
couche limite thermique 

ταε≈δ l , on obtient la relation 
adimensionnelle: 

        eu PN ε≈         (17) 
L’équation (17) suggère que l’influence du nombre de Nusselt dans le modèle 

convectif est équivalente à celle de ePε  dans le modèle conductif, ce que confirme le 
calcul. 

La figure 6 montre que, lorsque le nombre de Nusselt ou le paramètre ε  diminuent, les 
effets thermiques augmentent et la longueur de cavité diminue comme le confirme l'expé-
rience. Pour des effets thermiques très importants, c'est-à-dire pour des valeurs de Nu ou de ε  
en dessous d’un certain seuil, la longueur de cavité tend à se stabiliser à une valeur minimum 
non nulle. L’épaisseur de cavité ainsi que son volume tendent par contre vers zéro. La vitesse 
et l’accélération de l’interface deviennent nulles et les termes inertiels du premier membre de 
l’équation de Rayleigh (9) s’annulent et par conséquent le second membre de (9) doit aussi 
s’annuler. Cela implique que, quelque soit le modèle thermique utilisé, la pression de vapeur 
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évaluée à la température réelle de cavité en chaque point doit tendre vers la distribution de 
pression sur la pale. 

 

Ce comportement est confirmé sur la figure 7 qui montre clairement que l’opposé du 
nombre de cavitation –σc tend à se confondre avec le coefficient de pression Cp quand les 
effets thermiques augmentent. Dans le cas limite où la cavitation disparaît totalement à cause 
des effets thermiques, la température de cavité est déterminée seulement par la distribution de 
pression sur la pale et par la courbe de pression de vapeur du fluide. 

L’existence d’une longueur de cavité minimum quand les effets thermiques devien-
nent prépondérants peut recevoir une explication qualitative sur la base du modèle convectif. 
La forme limite de la cavité est donnée par la résolution de l’équation de Rayleigh (13) dans 
laquelle les termes inertiels sont négligés. Cette équation simplifiée s’écrit : 

 p

vpT
C12

C
R

−

σ+

τ
τ

−≅&
 (18) 

Puisque 0dxR0 =∫
l & , la longueur de cavité minimum l est déterminée par l'équation suivante : 

 0dx
C1

C

0
p

vp =⎮
⌡

⌠

−

σ+
l

 (19) 

La relation (19) montre que cette longueur minimum ne dépend que de la distribution 
de pression et du nombre de cavitation. En réalité la situation est plus complexe puisqu’on 
force le facteur B à s'annuler dans la région de condensation, ce qui n'a pas été pris en compte 
dans l'approche ci-dessus. Par ailleurs, cette approche n'est pas directement transposable au 
modèle conductif du fait de la complexité de l'équation integro-différentielle de base. 
 
 III.3. Comparaison avec les résultats expérimentaux 

La figure 8 présente l’évolution de la longueur de cavité en fonction du nombre de 
cavitation pour l’eau et le Réfrigérant 114. Dans ce diagramme la longueur de cavité est adi-
mensionalisée par la distance interaubes H. Le nombre de cavitation est le nombre de 
cavitation de l’inducteur défini par : 

 

2
inducteur

R
r

2
1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≅

σ
σ

 
r étant le rayon local entre le moyeu et le carter où la grille est considérée et R le rayon péri-
phérique de l’inducteur utilisé comme longueur de référence. 

(a) Modèle convectif (b) Modèle conductif

Figure 7. Influence des effets thermiques sur la distribution du nombre de cavitation σc et 
comparaison avec la distribution du coefficient de pression (R114 - 40°C - σv=0)

(a) Modèle convectif (b) Modèle conductif

Figure 7. Influence des effets thermiques sur la distribution du nombre de cavitation σc et 
comparaison avec la distribution du coefficient de pression (R114 - 40°C - σv=0)
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Dans le cas de l’eau, c'est-à-dire sans effet thermique, la courbe calculée )(σl  est en 
accord satisfaisant avec l’expérience même si des écarts sont observables en particulier à 
faible σ  du fait probablement des hypothèses simplificatrices mentionnées précédemment et 
de l’approximation de la forme réelle de pale par une plaque plane. 

Le calcul a été conduit avec une valeur de 5000 pour ε dans le cas du modèle conduc-
tif et une valeur du nombre de Nusselt de 2,085 106 dans le cas convectif. Ces valeurs ont été 
ajustées de façon à ce que les deux modèles donnent la même longueur de cavité dans le cas 
particulier σinducteur = 0 pour le R114 à 20°C et de façon à ce que cette longueur commune soit 
par ailleurs proche de celle obtenue par l’expérience. Ces valeurs particulières du nombre de 
Nusselt Nu et du paramètre ε ont ensuite été gardées constantes dans tous les calculs y 
compris pour le R114 à 40°C. 

La comparaison entre l’expé-
rience et le calcul montre que les deux 
modèles conduisent, lorsque la 
température augmente, à une réduction 
de la longueur de cavité du même 
ordre de grandeur que celle observée 
expérimentalement. Les deux modèles 
peuvent donc être considérés comme 
acceptables pour la modélisation des 
effets thermiques quoique des calculs 
complémentaires utilisant en particu-
lier la géométrie réelle soient 
nécessaires pour une validation plus 
poussée. 

La figure 9 présente une com-
paraison des formes de cavité obte-
nues avec le modèle conductif, en eau 
(sans effet thermique) et en R114 à 
20°C et 40°C. Pour chaque simulation, 
la valeur du nombre de cavitation a été 
ajustée pour conduire à la même 
longueur de cavité. Comme déjà 
observé, la cavité devient de plus en 
plus mince quand les effets thermiques 
augmentent. 

Notons par ailleurs que les 
formes de cavité avec et sans effet thermique ne sont pas en similitude géométrique. Si les 
effets thermiques ne sont pas négligeables, d’après l’équation (16), une similitude exacte 
nécessite la conservation du 
paramètre 3

uW/cΣ  caractérisant 
les effets thermiques, en plus du 
facteur de similitude habituel σ. Les 
résultats ne peuvent être transposés 
que si ce paramètre additionnel se 
conserve. La même conclusion 
s'applique à la distribution de 
température de cavité qui ne peut pas 
être transposée simplement de l’eau 
au R114, ni entre deux températures 
différentes en R114, du fait de la 
distorsion du paramètre de similitude supplémentaire. 

Figure 8. Longueur de cavité en fonction du 
nombre de cavitation. Les résultats 

expérimentaux sont extraits de l’étude [22] 
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IV. CONCLUSIONS 
 

Cette communication présente une méthode d'analyse et de prédiction des effets 
thermiques en cavitation. Pour une première validation, elle a été appliquée au cas d'un induc-
teur cavitant pour lequel des résultats expérimentaux avec effets thermiques sont disponibles. 
La distribution de pression sur les pales est approximée par un calcul potentiel en géométrie 
bidimensionnelle de grille d’aubes et le développement de la cavitation est évalué sur la base 
de la résolution de l'équation de Rayleigh. L’interface de la cavité est assimilée à l’enveloppe 
d’une bulle hémisphérique qui se déplace sur l’extrados des pales. Les effets thermiques dans 
l’équation de Rayleigh sont pris en compte en considérant la pression de vapeur à la tempé-
rature réelle de la cavité qui est différente de la température du liquide loin de la bulle à cause 
précisément des effets thermiques. 

Deux approches différentes ont été évaluées pour modéliser le transfert de chaleur à 
l’interface et calculer la température de cavité. Dans l’approche convective, le flux de chaleur 
est supposé proportionnel à l’écart de température entre la cavité et le fluide environnant. 
L’amplitude des effets thermiques est contrôlée par le nombre adimensionnel de Nusselt Nu 
qui donne la valeur du coefficient de transfert thermique convectif à l'interface. Dans 
l’approche conductive, l’équation de diffusion de la chaleur est résolue dans le liquide autour 
de la bulle. Dans ce cas les effets thermiques sont contrôlés par la diffusivité thermique 
turbulente. 

Le modèle convectif donne une discontinuité de température au point de détachement 
de la cavité avec une température minimum en ce point. Dans le cas du modèle conductif, la 
température évolue régulièrement le long de la cavité et présente un minimum en aval du 
point de détachement. Ces comportements différents de la température induisent des formes 
de cavités différentes, le modèle convectif conduisant à des cavités plus minces. 

Les effets thermiques augmentent lorsque diminue le nombre de Nusselt Nu pour le 
modèle convectif ou le rapport ε de la diffusivité thermique turbulente à la diffusivité 
moléculaire pour le modèle conductif. La longueur de cavité décroît avec l'augmentation des 
effets thermiques conformément à l'expérience et atteint à la limite une valeur minimum non 
nulle pour les deux modèles. Son épaisseur tend par contre vers zéro, ce qui implique que le 
volume de cavité tend aussi vers zéro. Les deux modèles donnent à la limite des solutions 
identiques lorsque les effets thermiques sont largement prépondérants. Cette solution limite 
correspond à une disparition de la cavitation par effets thermiques, la pression de vapeur dans 
la cavité s'identifiant alors en tout point à la pression locale sur la pale. 

L’évolution des courbes l(σ) a été comparée aux résultats expérimentaux obtenus sur 
un inducteur dans le cas de l’eau froide (sans effet thermique) et pour le fluide réfrigérant 
R114 à 20°C et à 40°C qui présente des effets thermiques importants. Les deux modèles 
donnent une réduction de longueur de cavité comparable à celle obtenue par l’expérience pour 
des paramètres Nu et ε gardés constants. La modélisation des effets thermiques présentée ici 
peut donc être considérée comme globalement satisfaisante même si des développements 
complémentaires sont nécessaires pour rendre la méthode complètement prédictive ce qui 
n'est pas le cas actuellement puisque le nombre de Nusselt comme la diffusivité thermique 
turbulente restent des données du calcul. 
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